Construcao e Analise de Algoritmos

aula 02: Acelerando o algoritmo da bolha
1 Introducgao

Porque os algoritmos porcaria de ordenagdo sdo uma porcaria ¢

Bom, é facil ver porque a ordenacao por selecdo é uma porcaria: ela faz n vezes uma operacao que

leva tempo O(n) — (i.e., encontrar o maior elemento em uma faiza da lista)
Logo, o seu tempo de execucao é O(n?).
Mas e o algoritmo da bolha, porque ele é uma porcaria?

Bom, imagine que tem um elemento grandao no lado esquerdo da lista, e um elemento pequenininho

no lado direito
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Entao, a medida que as varreduras vao acontecendo, o elemento grandao vai andando para a direita,

e o elemento pequenininho vai andando para a esquerda

Dai, chega uma hora em que os dois elementos estao lado a lado
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E nesse ponto, eles podem ser comparados e trocados entre si
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Certo.
A seguir, a gente nota que isso acontece com toda inversao — (i.e., quando o elemento da esquerda
¢ maior do que o elemento da direita)
| [ 4 ] ER |
T T
Porque os elementos s6 se movem trocando de lugar com o vizinho — (logo o 4 ndo pode pular por

cima do 3 ...)
Por outro lado, toda troca desfaz uma inversao.

Logo, o nimero de trocas realizadas pelo algoritmo da bolha é exatamente igual ao nimero de

inversoes na lista.



Agora nés podemos perguntar: quantas inversoes existem em uma lista desordenada?

Bom, isso depende da lista, claro.

Mas, em uma lista aleatéria a probabilidade de que dois elementos estejam invertidos é igual a 1/2.
Logo, metade dos pares de elementos vai formar uma inversao.

E a quantidade total de pares de elementos é

Pronto, aqui a gente ja pode ver porque o algoritmo da bolha é uma porcaria.
Mas nao é sé isso.
Esse argumento vale para todo algoritmo que troca apenas elementos consecutivos entre si.

E agora a gente ja vé porque a ordenacao por selecao é uma porcaria.
2 Acelerando o algoritmo da bolha

Agora a gente vai ver uma ideia diferente para acelerar o algoritmo da bolha.

Suponha que L é uma lista nao ordenada

E agora imagine que, ao invés de ordenar a lista inteira, nds ordenamos primeiro uma metade e

depois a outra metade

Quer dizer, isso ainda nao resolve o problema.
Mas dai, a gente roda o procedimento de intercalacio — (que nds vimos na aula 00.2)

Quer dizer, o procedimento de intercalacao combina as duas metades ordenadas para produzir um

lista completamente ordenada

Pronto.



Aqui nés temos mais um algoritmo: a ordenacdo por metades.

Quer dizer, a coisa funciona assim

ordenagio-Bolha ( L[1..N/2] )
ordenagdo-Bolha ( L[N/2+1..N] )

Intercalagdo ( L[1..N/2] , L[N/2+1..N] )

A primeira vista, isso ndao parece uma boa ideia.

Porque fazer duas vezes a metada de uma coisa parece ser a mesma coisa que fazer a coisa inteira de

uma vez so.

Mas, vamos ver o que dizem as contas ...

Para determinar o tempo de execucao do algoritmo, nés examinamos a fungéao Intercalagdo()

0(1) i <— 1; j < N/2+1; k <—- 1
Enquanto ( i <= N/2 ou j <= 1N )
{
Se (i>N/2) // a primeira metade ja acabou
{
ATkl <-- LI[G1;  j++; k++
}
Sendo Se ( j > N ) // a segunda metade ja acabou
{
9 Alk] <-- L[il;  i++; kt++
‘ 0(1) ¥
Se (i<n/2 e j<=n)
{
Se ( L[i] < L[jl)
{
Alk] <-- LI[i]; i++;  k++
}
Sendo
{
ATkl <-- LI[j1;  j++; k++
Y 3

Para i <-- 1 Até n
n 0(1)| L[i] <—- A[i]

O lago Enquanto da n voltas, porque a cada volta do lago um elemento de L é copiada para a lista A.

Dai que, o tempo de execugao da funcao Intercalagdo() é

Por outro lado, a gente ja sabe que ordenagdo-Bolha() executa em tempo O(n?).



S6 que nesse caso, a fungao estd sendo chamada para ordenar metades de tamanho n/2.

Logo, cada chamada leva tempo O(n?/4), e a anotacdo do cédigo principal fica assim

0(n?/4) 4——  ordenagdo-Bolha ( L[1..N/2] )
0(n?/4) 4——  ordenagdo-Bolha ( L[N/2+1..N] )

O(n) ¢—  Intercalagdo ( L[1..N/2] , L[N/2+1..N] )

E assim noés obtemos a seguinte estimativa para o tempo de execucao do algoritmo

O(n?/4) + O®*/4) + O(n) = O(n?/2)

Abaixo nés temos a comparacao de desempenho entre esse algoritmo e a ordenacgao da bolha

ordenagio da bolha: O(n?)
ordenagio por metades: O(n?/2)
Por um lado as duas coisas sdo a mesma coisa — (porque O(n?/2) é a mesma coisa que O(n?))

Mas por outro lado, isso é apenas o ponto de vista da nossa andlise aproximada

— (onde fatores constantes ndo contam)

Na prética, a estratégia realmente reduz o tempo de execugao (aprox.) a metade

— (quando a lista é bem grande ...)

Isso pode ser comprovado escrevendo programas que implementam os dois algoritmos e realizando

uma bateria de testes

ordenagdo da bolha:

ordenagdo via metades:

Legal, nao €7

3 Ordenagao por tercos

Certo.
Agora a gente vai levar essa ideia um pouquinho mais longe.

Quer dizer, agora a gente vai quebrar a lista em 3 partes

Abaixo, nés temos o algoritmo que implementa essa ideia

ordenagdo-Bolha ( L[1..N/3] )



ordenag&o-Bolha ( L[N/3+1..2N/3] )
ordenag8o-Bolha ( L[2N/3+1..N] )
Intercalagdo ( L[1..N/3] , LIN/3+1..2N/3] )

Intercalagdo ( L[1..2N/3] , L[2N/3+1..N] )

E agora é preciso ver se isso torna o algoritmo ainda mais rapido.
Analise

Bom, a gente ja sabe que cada ordenacao da bolha vai levar tempo

oftmsr) = o(%)

E como sao 3 ordenagoes, isso nos da

2 2

2 0(5) = o)

Dai, nao é dificil ver que as duas intercalagoes levam tempo

0(%”) + oM < 2.0

E juntando as duas coisas, nés obtemos a seguinte estimativa

2

o(%) + 2.0

Comparando com o algoritmo anterior, nés temos o seguinte
ordenagdo via metades: O(n?/2) + O(n)

ordenagdo por tergos: O(n?/3) + 2-0O(n)

Quer dizer, o termo quadratico diminuiu e o termo linear aumentou.

Logo, quando n é grande, isso é uma boa ideia.

4 Ordenacao por blocos

Certo.
Agora ja da pra ver o que estd acontecendo.

Quer dizer, quando a gente divide a lista em mais partes

- o tempo da ordenagao diminui — (o termo quadrdtico)

- e o tempo da intercalacdo aumenta — (o termo linear)



Dai que, como o tempo da ordenacao é maior, vale a pena continuar dividindo a lista em partes.

Entao agora, nés consideramos o algoritmo que divide a lista em & blocos

= [0~ .- 2] = [—]~] -~ [~]

k blocos =

= ]

~~

k — 1 intercalactes

A coisa fica assim

ordenagdo-Bolha ( L[1..n/k] )
ordenagio-Bolha ( L[n/k+1..2n/k] )
ordenacdo-Bolha ( L[(k-1)n/k+1..n] )

Intercalagdo ( L[1..n/k] , L[n/k+1..2n/k] )
Intercalagdo ( L[1..(k-1)n/k] , L[(k-1)n/k+1..n] )
— (na prdtica, a gente faz isso com lagos)
E agora, é preciso ver quanto tempo isso leva.

Analise
Bom, a gente ja sabe que cada ordenacao pelo algoritmo da bolha vai levar tempo
2
9 n
onklt) = o(3z)
E como sao k ordenagoes, isso nos da um total de
2 2

e o) = o)

Dai, a gente pode imaginar que cada intercalacao leva tempo O(n).

E como sao k — 1 intercalagodes, isso nos da um total de
(k—1) - O(n)

Juntando as duas coisas, nés obtemos a seguinte estimativa para o tempo de execucao do algoritmo

n2

o(?) v (k—1) - On)



5 Acelerando ao maximo

Legal.
Agora nés estamos prontos para acelerar o nosso algoritmo ao méximo.
Quer dizer, a gente ja viu que aumentar o nimero de blocos é uma boa ideia.

Dai que, aumentando esse niimero ao maximo, a gente divide a lista em n blocos de tamanho 1

Mas isso nao € uma boa ideia ...
Quer dizer, basta olhar o que acontece com o tempo de execugao.

Substituindo o k£ por n na expressao acima, nds obtemos

(M) + (n—1)-0(m) = O(n?)

n

Homm ... :/

Quer dizer, o que esta acontecendo é o seguinte

— Quando a gente aumenta o numero de blocos,

o tempo de execugdo primeiro diminui e depois aumenta

tempo

N —

ntmero de blocos

Entao, nés precisamos descobrir o ponto onde o tempo de execucao é o menor possivel.
E para isso, nés precisamos entender melhor o que esta acontecendo.

Olhando para os dois casos extremos, nés vemos o seguinte
e 2blocos: O(n?/2) + O(n)

e n blocos: O(n) + (n—1)-0(n)

Quer dizer, no primeiro caso o tempo da ordenacgao é grande, e o tempo da intercalacao é pequeno.
E no segundo caso, o tempo da ordenacao é pequeno e o tempo da intercalacao é grande.
Dai que, o tempo de execucao minimo acontece quando esses dois tempos sao iguais.

Usando os termos da expressao acima, nés escrevemos

2

o(%) = *k-1)-0Mm



0 que a gente reescreve de maneira simplificada assim

0 que pode ser reescrito assim

0 que nos da

Quer dizer, a situagao ideal acontece quando nés dividimos a lista em +/n blocos

— (com tamanho \/n cada um)

Nessa situagao, o tempo de execucao do algoritmo é

2

o(7) + Wa-1n.0m = O(n Vi)

E agora, nés temos um algoritmo que é bem mais rapido do que os algoritmos que nés vimos na aula

passada.

Nao € legal?
6 Acelerando o algoritmo da bolha mais ainda

Agora nés vamos utilizar outra ideia.

Quer dizer, a gente comega perguntando
e  Qual € a ineficiéncia bdsica do algoritmo da bolha ?

Porque, se a gente consegue remover essa ineficiéncia, entao o algoritmo pode ficar mais rapido.

Bom, a ineficiéncia basica do algoritmo da bolha é a seguinte
— o0s elementos andam apenas uma posi¢cao de cada vez

Porque o que faz os elementos andarem é a troca.

E a troca sempre troca dois elementos adjacentes.

Certo.

Entao a solugao é simples.

Quer dizer, a ideia é trocar elementos que estejam mais distantes um do outro.

A versdo mais simples dessa ideia consiste em comparar e trocar elementos a distancia 2
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Na pratica, isso corresponde a executar o algoritmo da bolha sobre elementos impares e elementos



pares, em separado
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Em geral, isso ainda nao resolve o problema completamente.

Mas dai, a gente executa varreduras até que a lista fique completamente ordenada
Analise

Mas serd que isso € uma boa ideia?

Bom, a primeira observacao é que a gente estd aplicando a estratégia da divisao outra vez
— nds executamos o algoritmo da bolha uma vez em cada metade da lista

E a gente ja sabe que isso leva tempo

[\
[\
[\

Quer dizer, até aqui a gente ganhou algum tempo.
Mas, é preciso ver quanto tempo leva para terminar o trabalho.
Para fazer isso, a gente imagina que a lista contém os nimeros 1,2,...,n.

E dai, a gente considera duas situacoes

caso 1: Imagine que

- 0s numeros pares estao nas posicoes impares

- 0s numeros impares estao nas posicoes pares

— (em uma ordem qualquer)

Entao, apds a ordenacao das posicoes impares e das posicoes pares, a lista fica assim

L [2][2]al3]e[s [ [ [n|n1]

E aqui, basta uma varredura para colocar a lista em ordem.
O que leva tempo O(n).

Logo, nesse caso, o tempo de execucao do algoritmo é



caso 2: Imagine que
- os nimeros 1,2,...,5 estao nas posigoes impares
- 0s numeros 2 + 1 n estao nas posigoes pares
2 e posigoes p

— (em uma ordem qualquer)

Entao, apds a ordenacao das posicoes impares e das posicoes pares, a lista fica assim

L CifEle ol s ol [T ]

E agora, é preciso fazer varreduras para colocar a lista em ordem.
Quantas varreduras?

Bom, vamos concentrar a nossa atenc¢ao no elemento n /2.

Esse elemento estd a n/2 posigoes de distancia do seu lugar correto — (aproz.)
E a cada varredura ele anda uma posigao nessa direcao — (porque?.)
Logo, vao ser necessarias n/2 varreduras para colocar a lista em ordem — (aproz.)

E o tempo de execucao do algoritmo nesse caso é

n2

— +

n
—n = n
2 2

Quer dizer, a gente nao ganhou nada.
6.1 O algoritmo bolha-32

Bom, a gente ainda nao ganhou nada.
Mas, a gente ainda pode ganhar alguma coisa.
Quer dizer, a gente pode ganhar entendimento.
E o entendimento vem quando a gente faz as seguintes perguntas
e O que € que torna o melhor caso bom ?
O que € que torna o pior caso ruim ?
Bom, é mais fdcil comecar com a segunda pergunta.
Quer dizer, o pior caso é ruim porque

1. Os numeros pequenos estao todos nas posicoes impares.

Dai que, na hora em que a gente ordena as posi¢oes impares, nés vamos ter nimeros pequenos

no final da lista.

2. Os numeros grandes estao todos nas posicoes pares.

Dai que, na hora em que a gente ordena as posigoes pares, ndés vamos ter nimeros grandes no

inicio da lista.

E dai, é preciso fazer um monte de varreduras para colocar a lista em ordem.

10



Por outro lado, o melhor caso é bom porque

1. Os numeros pequenos estao bem distribuidos entre as posigoes pares e impares.

Dai que, na hora em que a gente ordena as posicoes pares e impares, eles vao parar todos no

inicio da lista.

2. Os numeros grandes estao bem distribuidos entre as posicoes pares e impares.

Dai que, na hora em que a gente ordena as posi¢oes pares e impares, eles vao parar todos no
fim da lista.

Legal.
Agora que a gente entendeu, nés podemos tentar forcar que o melhor caso aconteca.

Quer dizer, a gente pode adicionar uma etapa ao algoritmo, que prepara o melhor caso para a fase

de ordenacao

melhor
3 caso s
lista ? Bolha-2 lista
desordenada quase ordenada

E aqui é a hora para uma grande esperteza.

Quer dizer, a ideia é colocar uma ordenagao da bolha com salto 3 na etapa preliminar

melhor
3 caso 3
lista — | Bolha3 | —— | Boha2 | — lista
desordenada quase ordenada

Porque?
Bom, aqui hé mais coisa pra gente entender outra vez.
Quer dizer, na prética, o algoritmo da bolha com salto 3
- ordena as posigoes multiplas de 3 — (i.e., da forma 3k)

- ordena as posigoes da forma 3k + 1

- ordena as posicoes da forma 3k + 2

1 4 7 10 n-2

H—H— -
/

2 5 8 11 n-1

L] = H—H— D
~—

3 6 9 12 n

0 []
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E isso faz com que, em cada lista

- o0s pequenos fiquem do lado esquerdo

- e os grandes fiquem do lado direito

Mas, agora veja quem estd do lado esquerdo.
Sim! a metade das posigoes do lado esquerdo é par, e a outra metade é impar.
E a mesma coisa acontece do lado direito.
Nao € legal?
Sim, mas ainda tem uma outr coisa mais legal.
S6 que antes, é preciso fazer uma outra observagao

— As ordenagdes feitas pela cairinha Bolha-2

ndo desfazem as ordenagdes feitas pela caixinha Bolha-3

Quer dizer, as posicoes da forma 3k, 3k + 1, 3k + 2 continuam ordenadas apds a execucao do Bolha-2.
Porque?
Bom, isso é um excelente exercicio para o pensamento analitico — (e serd deizado pra vocé ...)

O que ¢ importante é que nesse ponto, nés temos um monte de relagées de ordem

1 4 7 10
A -
Attt

E agora, a gente concentra a atengdo sobre o elemento x que esta na posicao 8

Quer dizer,

- 0 x é menor do que o elemento da posicao 11, e todos que estao a direita dele

— (porque a linha 3k + 2 estd ordenada)

- o x é menor do que o elemento da posicao 10, e todos que estao a direita dele

— (porque as posi¢oes pares e a linha 3k + 1 estdo ordenadas)

- 0 x é menor do que o elemento da posicao 12, e todos que estao a direita dele

— (porque as posi¢oes pares e a linha 3k estao ordenadas)

A gente também pode fazer um raciocinio semelhante para a esquerda.

12



E a partir dai, a gente conclui que

- ou o elemento x estd na posi¢ao correta

- ou ele esta ao lado da posigao correta

A mesma coisa, claro, vale para todos os elementos da lista.
Logo, apenas uma varredura basta para deixar a lista completamente ordenada.

Nao ¢€ legal?
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Sim, e abaixo nés temos o esquema completo do algoritmo Bolha-32

lista
desordenada

O tempo de execugao desse algoritmo é

2><<

E aqui a gente vé que ele é um pouquinho mais rapido do que o algoritmo

s (5)

Bolha-3

Bolha-2

Varr.

+

6.2 O algoritmo Shellsort

+
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