Construcao e Analise de Algoritmos
aula 05: Botando a ordenagao para funcionar
1 Introducgao

Imagine que nés temos duas listas U e W, ambas com tamanho n.
As duas listas contém os mesmos elementos, em ordens diferentes.

Por exemplo,

U |7]2s]11]40]1[8]14][16]10] 9 |

W |40 8 |10]14]16] 9| 7 [ 1 [25]11]

Mas dai, pode acontecer que para uma tripla qualquer (x,y, z), os trés nimeros aparecem na mesma

ordem nas duas listas.
Quando isso acontece, noés dizemos que (x,y, z) ¢ uma tripla engragada.

No exemplo acima, (8,16,9) é uma tripla engracada

1 . 2
U[7]2s]11]4e]1]8]14]16]10] 9 |
W |40 8101416 97 ]1][25]11]

T T 1
Mas a tripla (7,1, 10) nao é
| | 1

U7 ]25]11]40| 1|8 ]14]16]10] 9 |

9 7] 12511

W |[40] 8 [10]14] 16| 7
T T
A nossa tarefa de hoje é
—  Contar o numero total de triplas engracadas em U e W
Mas, isso é uma coisa muito facil.
Basta considerar toda tupla de elementos em U e verificar se eles aparecem na mesma ordem em V.

A coisa fica assim



func contaTE (U,W)
cont «~ 0O

Para i + 2 Até N-2
Para j « i+l Até N-1
Para k <« j+1 Até N

aux « 1
0(n) 0(n) o(n) Para ¢ + 1 Até N
Se (aux =1 E W[¢] = U[i] ) aux++
0(n) Sse (aux =2 E W[/] = U[]j] ) aux++
Sse (aux =3 E W[/] = U[K] )
cont++; Quebra

Retorna (cont)

O problema é que esse algoritmo é uma grande porcaria: O(n?).

2 Uma pequena esperteza

Mas pelo menos nés aprendemos alguma coisa.

Quer dizer, ndo é uma boa ideia contar as triplas engracadas uma por uma.
Entao agora, nés vamos contar vérias triplas engracadas de uma sé vez.

A ideia é considerar o elemento central da tripla como um pivd

(x,y,2)
/I\

pivo
Dai, a gente localiza o pivo nas duas listas.

E calcula o niimero de elementos comuns em U e W, a esquerda e & direita do pivd

Logo, o namero de triplas engragadas que tem y como pivo é igual a C; x Cs.

Para implementar essa ideia, nés vamos percorrer a lista U tomando cada um dos seus elementos

como pivo.
Dai, a gente localiza o pivdo em W e faz a contagem dos elementos comuns.

A coisa fica assim



func contaTE-2.0 (U, W)
cont <~ 0O

Para i + 2 Até N-1
pivo + U[i]
j « Localiza (pivo,W[1..N])
0(n) C1 « contaComuns (U[1..i-1],W[1..j-11)
C2 + contaComuns (U[i+1..N],W[j+1..N])
cont + C1xC2

Retorna (cont)

Abaixo nés temos as fungoes utilizadas no coédigo

func Localiza (x,W[a..b])

Para i + a Até b
0(@ Se ( W[i] = x ) Retorna (i)
Retorna (-1)

func contaComuns (U[a..b],W[c..d])

cont « 0
Para i + a Até b
0(n) 0(n) < Se ( Localiza (U[i],W[c..d]) !'= -1)
cont++

Retorna (cont)

Agora ja nao é dificil ver que a complexidade do nosso segundo algoritmo é
O(n) x [O(n) + O(nﬂ = 0omd)

Mas isso ainda é muito porcaria.

3 Botando a ordenagao para funcionar

Entao agora, a gente comeca a usar aquilo que a gente aprendeu.
Quer dizer, a gente ja aprendeu a ordenar uma lista de maneira eficiente.
E a boa noticia é que é bem répido contar os elementos comuns quando as duas listas estao ordenadas.

Basta percorrer as listas simultaneamente com dois dedos




A coisa fica assim
func contaComunsOrd (U[a..bl,W[c..d])

cont < 0
i+ a j « ¢
Enquanto ( i <b E j < d)
Se ( U[i] = W[j] )
0(n) cont++; i++; j++
Se ( U[i] < W[j]l) i++

Senao j++
Retorna (cont)

Dai, antes de fazer a contagem dos elementos comuns, nds precisamos ordenar as faixas de U e W —

(antes e depois do pivo)
Mas, n6s nao podemos mudar a ordem dos elementos de U e W para nao atrapalhar a contagem.
Entao, nés vamos utilizar duas listas auxiliares G, H para isso.

A coisa fica assim

func contaTE-3.0 (U, W)
cont « 0O

Para i «+ 2 Até N-1

pivo « U[i]

j « Localiza (pivo,W[1l..N])
G[1..i-1] < Ordena (U[1l..i-1])
G[i+1..N] « Ordena (U[i+1..N])
0(n) | 0(nlogn)
H[1..j-1] + Ordena (W[1l..j-11)

H[j+1..N] + Ordena (W[j+1..N])

Cl1 + contaComunsOrd (U[1..i-1],W[1..j-11)

C2 « contaComunsOrd (U[i+1..N],W[j+1..N])

cont «+ C1xC2

Retorna (cont)

E a complexidade do nosso terceiro algoritmo é
O(n) X [O(n logn) + O(n)} = O(n%logn)

4



Bom, as coisas estao melhorando.

Mas isso ainda é uma porcaria.
4 Uma segunda esperteza

S6 que, dessa vez é facil ver como aumentar a eficiéncia do algoritmo.
Quer dizer, nés estamos fazendo um monte de ordenacoes.
E cada ordenacao comega o seu trabalho do zero.

Entao a ideia é tentar reaproveitar o trabalho da ordenacao anterior para realizar a proxima ordenacao

de maneira mais eficiente.
E bem facil ver como isso funciona para a lista U.

Quer dizer, a ordenacdo anterior deixa a situagéo assim

U | EEES |

G | | v | e

Dai, quando for a vez do x assumir o papel de pivo, basta

- deslocar o y para o lugar correto na ordem do lado esquerdo de G

- localizar o x no lado direito e deslocé-lo até a posicao do pivé em G

G | A x|
PR PR

Dessa vez, nés nao vamos escrever o codigo da fungdo, mas é bem facil ver que essa computacao pode

ser realizada em tempo O(n).

Mas, a situacao nas listas W e H é um pouco mais complicada

Porque, com a mudanga do pivo, varios elementos vao mudar de lado.

E nos precisamos encontrar uma maneira de fazer isso sem ter que reordenar tudo.
A ideia, claro, é aproveitar a ordenacéao que nés ja temos.

Vamos ver como a coisa funciona.

O primeiro passo é visualizar o novo pivd




Os elementos que estao a esquerda de x em W vao formar a nova primeira porgao ordenada em H.
S6 que nesse momento, os elementos estao espalhados nos dois lados de H.

A ideia, entdo, é localizar esses elementos e depois fazer a intercalacao

H | EA |
TR Ll

[ Sy S—

U
[— ]

— (porque os dois lados de H estao ordenados)

Mas, como é que a gente localiza esses elementos rapidamente?

Bom, aqui é a hora para mais uma esperteza.

Quer dizer, os elementos que nés queremos localizar sao aqueles que estao a esquerda de x na lista W.
Entao, basta percorrer a lista H e verificar, para cada elemento, se ele esta a esquerda de x em W.
O problema dessa ideia é que nds nao sabemos a posigao de um elemento de H na lista W.

Mas, quem disse que mds nao sabemos?

Quer dizer, se isso é uma informacao 1til, entdo nés podemos manter ela guardada em uma lista

auxiliar J

W | [y [ [x] |
H | Ly | |
J | | (posicdo dos elem. de H em W)

Agora, o teste que nos precisamos fazer para cada elemento de H leva tempo O(1),
Logo, os elementos podem ser localizados em tempo O(n).

A intercalagao também leva tempo O(n).

E nos fazemos a mesma coisa para os elementos do outro lado de x.

Logo, a reordenagao da lista H também leva tempo O(n).

— (e mais uma vez, nds vamos omitir o cddigo dessa fung¢ao)

Abaixo, nos temos a nova versdo do nosso algoritmo



func contaTE-4.0 (U, W)

J « {1,2,3,..,n}
pivo + U[2]
0(n) | j « Localiza (pivo,W[1..N])
G «+ ordena2lLados (U, 2)
H,J « ordena2lados (W, j,J)
0(n) | C1,C2 « contaComunsOrd (G,2,H,j)

cont « C1x(C2

Para i + 3 Até N-1

pivo « U[i]

j « Localiza (pivo,W[1..N])

0(n) G « Reordena-1 (G, 1i)

H,J « Reordena-2 (H,j,J)

C1,C2 + contaComunsOrd (G, 2,H, j)

cont «+ C1xC2

Retorna (cont)

Agora, nos ja temos um algoritmo que executa em tempo
O(n) + O(nlogn) + O(n) x O(n) = O(n?)

0 que ja ndo é mais uma porcaria — (para esse problema ...)

Mas, serd que a gente consegue fazer ainda mais rdpido?

5 Mudando de ponto de vista

Bom, a gente pode tentar.

SO que para isso, é preciso modificar o nosso ponto de vista — (porque nds jd chegamos ao limite do

ponto de vista anterior)

Quer dizer, imagine agora que os elementos da lista U estao em ordem crescente

U|l1]7]8]9]1e][11]14][16]25]40]

W 40| 8|10|14|16] 9| 7|1 [25]11]

Bom, isso facilita bastante as coisas.



Porque agora, para contar os elementos comuns basta procurar os elementos menores que o pivd do

lado esquerdo, e os elementos maiores que o pivo do lado direito.

U | | 9 | |

W |40 8]1e]14]16] 97 ]1[25]11]

1 elemento 2 elementos

E isso nos da um algoritmo bem mais simples de tempo O(n?).
O problema é que no nosso problema a lista U nao esta ordenada.
Ora, mas se esse ¢ o problema, entao a gente pode ordenar a lista U.

E para nao perder informacao, a gente mantém os indices da configuragao original em uma lista

auxiliar I

U|7]25]11]40]1]8]14][16]10] 9 |

4

Ul1]7]8]9]1e]11]14][16]25]40]

I[s5]1]6f1e]o[3]7]8]2]4]

Agora, nos percorremos a lista W utilizando cada um dos seus elementos como pivo

W40 8f10]14]16] 9] 7] 1 [25]11]
T

pivo

E para cada um deles n6s contamos

- numero de elementos na primeira parte de W que estao a esquerda do pivo em U

- numero de elementos na segunda parte de W que estao a direita do pivd em U
Para fazer isso, nos

- fazemos uma busca binéria na versao ordenada de U
- obtemos a posi¢ao do elemento na versao original de U, consultando a lista I
- e depois comparamos com a posi¢ao do pivo na versao original de U

Isso leva tempo O(logn) para cada elemento.

O que da tempo O(nlogn) para processar cada pivo.

O que d4 um algoritmo de tempo O(n?logn).



Isso nao é muito legal.

Mas aqui a gente pode ser um pouquinho mais esperto.

Quer dizer, nés estamos fazendo varias vezes a busca binéaria com cada elemento de W.
Entao, a ideia é fazer uma vez so.

E guardar os elementos em uma lista auxiliar J

U[1]7]8]o9of1e]11]14]16]25]40] (ordenada)

I [s5]1]6]1e]9[3]7][8]2]4] (ndicesem U original)

W|1]|7]8]9]1e]11]14]16]25]40]

J |5|1|6|10|9|3|7|8|2|4| (indices em U original)

Essas informagoes podem ser computadas em tempo O(nlogn).
E agora, olhando para a lista J, nés estamos na situagao em que U é uma lista ordenada.
E nessa situacdo, nés sabemos resolver o problema em tempo O(n?).

Nao € legal?
6 A esperteza final

Sim, mas noés ainda ndo conseguimos um algoritmo mais rapido do que O(n?).
Entao agora, nés vamos ver a nossa esperteza final.
Quer dizer, agora o nosso problema é o seguinte
— Contar, para cada elemento da lista J
quantos elementos 4 sua esquerda sdo menores do que ele
quantos elementos a sua direita sao maiores do que ele
E para fazer isso de maneira eficiente, nés vamos utilizar arvores binarias balanceadas.

A ideia consiste em percorrer a lista J, e inserir cada um deles na arvore

1
| v |

—

Dai, como a arvore esta balanceada, cada insergao leva tempo O(logn).



E dai, a esperteza consiste em contar a quantidade de elementos menores do que y na arvore durante

o proprio procedimento de insercao.

Para isso, basta que cada nés da arvore armazene a quantidade de elementos nas suas subarvores

esquerda e direita.

Dai, o niimero de elementos menores do que y na arvore é o nimero de elementos menores do que y a

esquerda de y na lista J.

E com esse ntimero, nés conseguimos determinar o namero de elementos maiores do que y a direita

de y na lista J.

Portanto, em tempo O(logn) nés conseguimos determinar o ntimero de triplas engragadas pivoteadas

por cada elemento.
E isso nos da um algoritmo de tempo O(nlogn) para o nosso problema.

Legal, nao é?
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