Estruturas de Dados

aula 02: Anilise de algoritmos
1 Introducgao

Agora que os nossos algoritmos ja foram escritos, estd na hora de perguntar
o Serd que o meu algoritmo € bom ?

Mas, antes disso, o que é um algoritmo bom?
Bom, um algoritmo é bom se ele esta correto e se ele é rapido.

E bem dificil ter a certeza absoluta de que o nosso algoritmo funciona corretamente

— (em todos os casos possiveis ...)
Entao, nés vamos deixar essa questao de lado nesse momento.
E vamos passar para o outro lado da questao

e O que € um algoritmo rdpido ?

Bom, um algoritmo é rapido se ele nao fica dando voltas por todo lado.
Ou melhor, se ele nao d4 mais voltas do que o necesséario para resolver o problema.

Quer dizer, no final das contas, um algoritmo é s6 uma coisa que fica dando voltas

— (i.e., uma estrutura de repeticio com alguma légica dentro ...)
Entao, para saber se o algoritmo é rapido, basta contar quantas voltas ele da.

Vejamos como a coisa funciona.
2 Analise de algoritmos
Considere novamente a tarefa
—  Encontrar o maior elemento de uma lista

Na primeira aula nés apresentamos o seguinte algoritmo para esse problema

M <-- L[1]; Mpos <-- 1
Para i <-- 2 Até N
{

Se ( L[i] > M)

{

M <-- LI[il; Mpos <-- i

o}
Imprime ("O maior elemento é&:", M)

Dai, examinando o cédigo nds fazemos duas observagoes simples

- o lago sempre dé n — 1 voltas

- antes e depois do lago existem instrugoes que s6 sao executadas uma vez



Nés podemos representar essa informacgao no cédigo da seguinte maneira

0(1) | M <-- L[1]; Mpos <-- 1
Para 1 <-- 2 Até N
{
Se ( L[i]l > M)
n—1
{
M <-- L[i]; Mpos <-- i
¥
0(1) | Imprime ("0 maior elemento é:", M)

Certo.
Agora esta na hora de examinar o que acontece dentro do lago.

E o que nés vemos ali é um trecho de c6digo que é executado apenas uma vez — (a cada volta do

lago)

Essa informagao pode ser representada da seguinte maneira

o<1)| M <-- L[1]; Mpos <-- 1
Para i <——- 2 Até N
{
Se ( L[i] > M)
n—1
0(1) {
M <-- L[i]; Mpos <-- i
o}
&D) | Imprime ("0 maior elemento é&:", M)
Pronto.

Com base nessas anotagoes, nés podemos escrever a seguinte expressao para o tempo de execugao do

algoritmo

o1) + (n-1)x0(1) + 0()

Finalmente, descartando os termos menores e concentrando a atencao no termo de maior ordem, nés

chegamos ao seguinte

9{1{ v -1 x001) + 9</) — 0o

Esse resultado estd dizendo que o tempo de execugao do algoritmo é da ordem de n

— (ou mais ou menos igual a n)

E isso faz sentido porque

— percorrer a lista examinando cada um dos seus elementos

leva tempo proporcional ao tamanho da lista — (mais ou menos ...)
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A seguir, nés vamos ver mais exemplos de andlise de algoritmos.

Exemplos

a. O segundo maior

Considere a seguinte tarefa

—  Encontrar o seqgundo maior elemento da lista L

Abaixo nds temos o primeiro algoritmo apresentado na aula 00.1 para esse problema, ja anotado

// la ETAPA: localizar o maior

0(1) | M <-- L[1]; Mpos <-—- 1
Para 1 <—- 2 Até n
{
Se (L[i] > M)
n 0(1) {

M <-- L[i]; Mpos <-- i

// 2a ETAPA: trocar maior c¢/ primeiro
0(1) | Aux <-- L[1]; L[1] <-- L[Mpos]; L[Mpos] <-- Aux

// 3a ETAPA: encontrar segundo maior

0(1) | M2 < L[20;
Para i <-- 3 Até n
{
Se ( L[i] > M)
0 {
M2 <-- LI[il;
¥}
0(1) | Imprime ("0 segundo maior é&:", M2)

Observe que, dessa vez, coisas como n — 1 e n — 2 foram anotadas simplesmente como n

— (porque a andlise é sé mais ou menos ...)

Agora com base nas anotacoes, nés obtemos a seguinte expressao para o tempo de execucao do

algoritmo
Oo(1l) + nxO0(1) + 01 + O(1) 4+ nxO0(1) + 0@1)
Dali, descartando os termos menores nés chegamos ao seguinte resultado

% + nx 01 + g/{) + O/(I{ + nxO0Q1) + O/(/) = 2-0(n)

Legal.

Agora nés vamos analisar a segunda versao do algoritmo



Se ( L[1] > L[2] )

0(1) { M1 <-- L[1]; M2 <— L[2] }
Sendo
{ M1 <-- L[2]; M2 <-- L[1] }
Para i <-- 3 Até n
{
Se ( L[i] > M1 )
{
M2 <-- Mi; M1 <-- L[i]
0D }
Sendo Se ( L[i] > M2 )
{
M2 <-- L[i]
L
0(1) | Imprime ("0 segundo maior é:", M2)

Dai com base nas anotagoes, nds obtemos a seguinte estimativa para o tempo de execucao do

algoritmo
o1 + nxO0Q1) + 0(1) = O(n)
Quer dizer, as analises nos deram os seguintes resultados
- versdo 1: 2-0(n)
- versdo 2: O(n)
E isso parece indicar que a segunda versao é mais eficiente do que a primeira.

Mas aqui é preciso cuidado.

Porque, examinando outra vez os cédigos, nés vemos que

— aversdo 1 contém dois lagos, com um teste dentro de cada um

— avers8o 2 contém um lago, com dois testes dentro dele

E isso é basicamente a mesma coisa.

Quer dizer, para levar esse detalhe em conta, nés deveriamos anotar a versfo 2 assim

C...)
Para i <-—- 3 Até n
{
Se ( L[i] > M1 )
{
M2 <-- Mi; M1 <-- L[i]
0| o®@ }
Sendo Se ( L[i] > M2 )
{
M2 <-- L[i]
o}
C. ..



Mas, para nao complicar as coisas, nés vamos assumir que coisas como 20(n) e 30(n) sao a

mesma coisa que O(n).

Dessa maneira, o resultado final da anélise é

- versdo 1: O(n)

- versdo 2: O(n)

De modo que os dois algoritmos sao igualmente eficientes — (do ponto de vista da nossa andlise

mais ou menos)

Isso faz sentido, porque os dois algoritmos de fato executam em tempo proporcional ao tamanho

da lista.

. Busca

Considere a seguinte tarefa

—  Verificar se o numero x estd na lista L ou ndo

Na aula 00.1, nés resolvemos esse problema para o caso ordenado e o caso nao-ordenado.

E aqui as coisas se complicam um pouquinho outra vez.

Quer dizer, os dois algoritmos utilizam o comando Break.

E isso significa que nés nao sabemos quantas voltas os lagos vao dar

// Caso n#o ordenado

Aux <-- 0
Para i <- 1 Até n
{
Se ( L[i] =x )
- {
’ Aux <-- i
Break
o3
Se ( Aux !'= 0 ) Imprime ("Sim");
Sen&o Imprime ("NAo");
E agora?

// Caso ordenado

Aux <-- 0
Para i <--1 Até n
{
Se ( L[i] = x )
{
Aux <-- 1i; Break
}

Se ( L[i] > x )  Break
}
Se (Aux !'= 0 ) Imprime("Sim");

Senio Imprime ("NAo");

Bom, agora a gente lembra que a nossa analise é apenas mais ou menos.

Dai que a gente pode considerar aquilo que acontece no pior caso.

No pior caso, os lagos dois dois algoritmo realizam n voltas — (porque?)



// Caso ndo ordenado

0(1) | Aux <-- 0
Para i <- 1 Até n

{
Se ( L[i] = x )
{
0(1) Aux <-—- i
Break
o}

Se ( Aux !'= 0 ) Imprime ("Sim");

0(1) Sen3o Imprime ("NAo");

// Caso ordenado

0(1) | Aux <— 0

Para i <--1 Até n

{
Se ( L[i] = x )
{
0(1) Aux <-- i Break
¥
Se ( L[i] > x )  Break
}

o) Se (Aux != 0 ) Imprime("Sim");
Senio Imprime ("NAo");

Com bases nas anotacoes, nés chegamos ao seguinte resultado

- caso n8o ordenado: O(n)

- caso ordenado: O(n)

Quer dizer, o ganho de eficiéncia que a gente obteve no caso ordenado nao aparece na andlise.

Por um lado, a gente pode interpretar isso como uma limitacao do nosso método de andlise.

Por outro lado, a gente pode pensar que os ganhos de eficiéncia que a gente obtém s6 sao

significativos se eles aparecem na analise.

E isso também faz sentido.

c. Elemento repetido

Considere a tarefa

—  Verificar se a lista contém algum elemento repetido

Na primeira aula nés apresentamos um algoritmo para esse problema.

E abaixo nos ja temos esse codigo anotado

Para k <-- 1 Até n-1

{
0(1)| x <-- L[k]; Aux <--
Para 1 <-—- k+1 Até n

)

{
n Se ( L[i] = x
Dok ol «
Aux <-- 1i; Break
o}

O(l)l Se (Aux !'= 0 ) { Imprime ("Sim"); Retorna 1}

}
O(1>| Imprime ("NZo")



Aqui pela primeira vez nds temos um algoritmo com um laco dentro de um laco.

E para complicar as coisas, o numero de voltas do lagco mais interno depende da volta em que a

gente esta no laco mais externo.
Mas a gente pode simplificar as coisas assumindo que o lago mais interno sempre da n voltas.

Nesse caso, a gente obtém a seguinte estimativa para o tempo de execucao do algoritmo

n x (0(1) + nxO0(1) + 0(1)) + 01

= nxO0(1) + n?2x0(1) + nxO(1) + 0O(1)

+ O(n?) + % +9(f)
%)

— O
= O(n

Note que dessa vez os termos O(n) também foram descartados, porque na presenca de O(n?) eles

sao termos menores.
Portanto a andlise nos diz que o algoritmo executa em tempo O(n?).
Mas nesse ponto alguém pode perguntar

—  Sera que ao reescrever n — k como n a gente ndo acabou obtendo

um resultado maior do que devia ¢

Bom, vamos raciocinar com mais precisao entao.

Quer dizer, nés podemos observar que

- na primeira vez, o laco mais interno da n — 1 voltas

na segunda vez, o laco mais interno dé n — 2 voltas

- na terceira vez, o lago mais interno da n — 3 voltas

e assim por diante ...

Dai que o nimero total de voltas realizadas pelo laco mais interno pode ser calculado assim
n—1) + n—-2 + n—3) + ... + 3 + 2 + 1

O truque mais conhecido para calcular essa soma é o seguinte

n—1) + n—-2) + ... + 2 + 1
+ 1 + 2 + + (n—-2) + (n—-1)
n + n + + n + n = n?

Quer dizer, duas vezes a soma é igual a n?.

Logo a soma é igual a n?/2.



Isso significa que a contribuicao do lago mais interno para o tempo de execugao do algoritmo é
O(n?/2).
E isso ja nos permite concluir que o algoritmo executa em tempo O(n2)

— (porque O(n?/2) é a mesma coisa que O(n?))
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. Par de elementos com soma k&

Agora considere a seguinte tarefa
—  Verificar se existem dois elementos na lista cuja soma € igual a k

Na primeira aula nés apresentamos dois algoritmos para esse problema: um para o caso nao
ordenado, e um para o caso ordenado.

A andlise do algoritmo para o caso nao ordenado é quase imediata.

Quer dizer, assumindo que o lago interno da n voltas, nds obtemos a seguinte versao anotada do

algoritmo
Para i <-- 1 Até n-1

Para j <-- i+l Até n

{
Se ( L[il + L[j1 =k )

n
0@) | gy| ¢
Imprime ("Sim");  Retorna

}

}

0(1) | Imprime ("N&o");

(Nds anotamos o lago mais interno como O(n) para indicar que isso € uma aproximagao)

Agora com base nessas anotagbes nds obtemos a seguinte estimativa para o tempo de execucao do
algoritmo

O(1) + nxO0Mm)x0(1) + O() = O(n?)
Certo.

Mas a analise do algoritmo para o caso ordenado nao ¢é tao imediata assim.

Quer dizer, esse algoirtmo apresenta mais uma novidade: o lago Enquanto, que nao possui um

nuimero fixo, pré-determinado de voltas.



0| i <= 15 j <= =m
Enquanto ( i < j )

{
Se ( L[i] + L[j]1 = k)
{
0(1) Imprime("Sim"); Retorna
}
Se ( L[i] + L[j] <k ) i++
Se ( L[i] + L[j]1 > k) j--
}

0(1) | Imprime("N&o")

Dai que, parte da anélise consiste em estimar o ntimero de voltas que o lago da.
Nesse caso, nés podemos fazer as seguintes observagoes
- no inicio as varidveis i, j sao inicializadas como
i <= 13 j <= n
de modo que a diferenca entre elas é (j —i) = n— 1.
- dai, a cada volta do lago

. Ou a variavel i é incrementada

. ou a variavel j é decrementada
de modo que a diferenca sempre diminui de 1

Logo, o laco termina no maximo apds n voltas.

Portanto, o algoritmo do caso ordenado executa em tempo
o) + OMmx0(1) + 01 = O(n)

Abaixo nés temos os resultados das duas andlises

- caso ndo ordenado: O(n?)

- caso ordenado: O(n)

E aqui nés temos um primeiro exemplo onde o algoritmo para o caso ordenado é significativamente

mais eficiente do que o algoritmo para o caso nao ordenado.

. Trabalhando com duas listas
Imagine que L; e Ly sao duas listas de tamanho n.
E considere a tarefa

—  Contar quantos elementos de L1 sdo maiores que todos os elementos de Ly

Na primeira aula nés vimos o seguinte algoritmo para esse problema



0(1)| cont <-- 0
Para k <-- 1 Até n
{
O(l)lx <-- L1[k]; Aux <-- 0

Para i <--1 Até n

{
n Se ( L2[i] >= x )
L Tow| ¢
Aux <-- 1; Break
L
O(l)l Se (Aux = 0 ) cont ++

}
O(1)| Imprime ("A resposta é:", cont)

E com base nas anotacoes nds obtemos a seguinte estimativa para o tempo de execucao do

algoritmo
o1 + n- (0(1) + n-01) + 0(1) ) + 01 = 0o
Mas nés também vimos um algoritmo que resolve o problema de maneira mais inteligente

// la ETAPA: encontrar o maior elemento de L2

0D [ M <—- 1201
Para i <--1 Até n
{
n 0(1)| Se (L2[i]l > M) M <-- L2[i]
}

// 2a ETAPA: contar elementos de L1 maiores do que M
O(l)l cont <-- 0
Para k <--1 Até n
{
0(1)| Se (L1[k] > M ) cont ++
}
O(l)l Imprime ("A resposta é:", cont)

n

Com base nas anotagoes nds obtemos a seguinte estimativa para o tempo de execucao do algoritmo
o1 + n-01) + O(1l) 4+ n-0(1) + 0Q) = O(n)

Quer dizer, as andlises nos deram os seguintes resultados
- primeira versdo: O(n?)
- versdo inteligente: O(n)

de modo que a versao inteligente é realmente bem mais eficiente.
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