Estruturas de Dados

aula 03: Trabalhando com listas ordenadas
1 Introducgao

Na aula passada, nds vimos vérios exemplos onde trabalhar com listas ordenadas é mais rapido do

que trabalhar com listas desordenadas.
Na aula de hoje, nés vamos ver outros exemplos onde isso é verdade.

E vamos ver alguns exemplos onde isso nao é.
2 Trabalhando com listas ordenadas

Imagine que nés temos uma lista que poder ter elementos repetidos.
E imagine que essa lista tem algumas posigoes vazias no final — (preechidas com 0’s)

Por exemplo,

A tarefa consiste em
—  Remowver os elementos duplicados da lista

Quer dizer, se um elemento ja apareceu antes, ele deve ser removido da lista.

No exemplo acima, isso nos daria

Certo.

Para encontrar as duplicatas, a gente percorre a parte anterior da lista para ver se o elemento ja

apareceu ali
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E dai, se ele for uma duplicata, a gente marca ele com 0.

No exemplo acima, a coisa fica assim




O problema ainda nao esta resolvido, claro.
E agora é preciso mover os 0’s para o fim.

Noés vamos fazer isso utilizando dois dedos

- o dedo j vai na frente, procurando elementos diferentes de 0

- e o dedo i coloca o elemento na posicao correta
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Para a coisa funcionar, o dedo i é posicionado no primeiro 0.
E o dedo j comega na posigao seguinte.

Abaixo nés temos o pseudo-cédigo completo (ja anotado)

// la Etapa: marcar as duplicatas
i=2
Enquanto ( i < m )
j=1-1; achei =0
Enquanto ( j > 0 )
Se ( V[j]l == V[l )
0(n) achei = 1
0(n) Quebra
i=3+
Se ( achei == 1)
V[i] =0

// 2a Etapa: mover os 0’s para o fim

i=2
Enquanto ( V[i] # 0 )
0(n) .
i=1i+1
j=i+t

Enquanto ( j < m )
Se (V[jl #0)

0(n) V[i] = V[jl; i=i+1
V[jl =0
j=3+1

m=1i-1

— (as anotagoes O(1) foram omitidas para simplificar a visualiza¢do)



Agora, basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execucao do algoritmo
O(1) + O() - |01) + O(n)-0(1) + 0O()
+ O(1) + O(n)-0(1) + 0O(1)
= o)

Legal.

Agora, a gente imagina que a nossa lista jé estd ordenada

E dai, a gente nota que é bem facil verificar se um elemento é uma duplicata: basta olhar para o

elemento anterior.

Dai, é s6 zerar as duplicatas.

E depois mover os zeros para o fim.

Certo.

Mas, aqui nés vamos fazer uma pequena esperteza.

Quer dizer, quando a gente encontrar a duplicata, nés vamos zerar o elemento anterior
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Porque dai, a duplicata serve como o elemento anterior para o préximo elemento.

A coisa fica assim

// la Etapa: marcar as duplicatas
o) | 1=2
Enquanto ( i < m )

Se ( V[i] == VI[i-1] )
0(n) 0(1)

V[i-1] = 0

// 2a Etapa: mover os 0’s para o fim

U(Il)l (... a mesma coisa ... )

Agora, basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo
o) + O(n)-0(1) + O(n) = O(n)

Quer dizer, o algoritmo da versao ordenada é muito mais rapido do que o outro.



A seguir nés vamos ver outros exemplos.
Exemplos
a. Os elementos comuns

Agora imagine que nés temos duas listas

U [s]3]9][7]8]10]13]1]2]14]

V [ a]8|2]11]6]5]15]3]19] 1]

A tarefa consiste em

—  Imprimir todos os numeros que aparecem nas duas listas

— (i.e., a operagao de intersegao)

Bom, as duas listas estao desordenadas.

Entao, nao ha outra coisa a fazer senao

Verificar, para cada elemento de U, se ele aparece em V

Se aparecer imprime

Se n3o aparecer n3o imprime

A coisa fica assim

01 | i=1
Enquanto ( i < N )
0(1) | j=1; achei=0
Enquanto ( j < N )
Se ( V[j]l ==Uli] )
0(n) 0(n) 0(1) achei =1
Quebra
j=3+
Se ( achei ==1)
0(1) Imprime ( U[i] )
i=3+1

Agora, basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo
O(1) + O@m) - |0(1) + Om)-001) 0] = 0Om)

Legal.

Agora imagine que as listas estao ordenadas

U [t ]2]3][s5]7]8]9]10]13]14]

V [t ]2]3]a]s5]6]8]11]15]19]




Bom, a ideia aqui é colocar um dedo em cada lista, e verificar se os elementos sao iguais.

Fazendo isso, a gente imprime 1, 2, 3 e chega na seguinte situacao

| 78] 9 ]10]13]14]

| 5 | 6] 8]11]15] 19]

Aqui a gente vé que o 4 é menor que o 5.

E dai, como as listas estao ordenadas, a gente ja sabe que o 4 nao estd na lista U.
Entao, a gente avanca o dedo j.

A coisa continua assim até o fim.

E abaixo nés temos o algoritmo (j& anotado)

0(1) i=1; j=1
Enquanto (i < N E j < N)
Se ( U[i]l == VI[jl )
imprime ( U[i] )

i=i+1; j=j+1

0(n) o(1) | Sse CULi]l < V[j] )
RS
Sendo
i=1+1

Agora basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo
Oo(1) + O(n)-0(1) = 0O

E aqui, mais uma vez, a gente vé que o algoritmo da versao ordenada é muito mais rapido.

. O procedimento de intercalacdo

Agora imagine que nds temos uma lista onde a primeira metade e a segunda metade ja estao

ordenadas.
Por exemplo,

1
V [t ]9 ]10]1a]18]20

N
3] 58 ]15]17]19]

A tarefa é

— Ordenar a lista completamente



Bom, aqui a gente pode usar uma ideia semelhante & do exemplo anterior
Quer dizer, a gente coloca um dedo em cada metade.
E verifica qual elemento é o menor.

Dai, o menor deles é copiado para uma lista auxiliar

N
3|58 ]15]17]19]

N

V [t ]9 ]10]1a]18]20

P oe----

A

A coisa continua assim até que todos os elementos tenham sido copiados para a lista A.
E dai, é s6 copiar os elementos de volta para a lista V.

Abaixo nés temos o algoritmo (ja anotado)

i=1; j=N/2+1

o o
Enquanto ( i < N/2 QU j < N)
Se (i > N/2)
Alk] = V[jl;  k++;  j++
Sse (j > N)
0(n) 0(1) Alk] = V[il;  k++;  i++
Sse ( U[i] < V[j] )
Alk] = V[il;  k++; i++
Sendo
Alk] = VIjl;  k++;  j++
o) | i=1

Enquanto ( i < N )
0(n)
V[i] = A[i]; i++

Agora basta examinar as anotagdes para obter o tempo de execucdo do algoritmo

O(1) + O -0(1) + O@1) + O 01 = O

c. A operacao de insercdo

Imagine outra vez que nds temos uma lista com posigoes vazias no fim

1 m N
V| [ofo]o]




A tarefa é

— Inserir o numero k na lista

Bom, se a lista nao estd ordenada, isso é a coisa mais facil do mundo

- basta colocar o k na la posicao vazia, e depois aumentar o valor de m

A coisa fica assim

V[m+1] = k

m++

E o tempo de execugao é O(1).
Legal.

Agora imagine que a lista estd ordenada

m N
V [1 ]3] 7]8]10]16][19]21]28] 0] 0]o0

|

E imagine que k = 17.

Entao, o k precisa ser colocado entre o 16 e o 19.

Sé que nao tem lugar ali.

Quer dizer, as posigoes vazias estao todas no final da lista.
E agora?

Bom, agora a gente desloca uma posicao vazia até ali.

Ou melhor, a gente move todos os elementos a partir do 19 uma posicao para a direita

m N
V [t ]3] 7]8f10]16e]19][21]28] 0] 0] o0

A N A A

|

E dai, a gente pode colocar o k no lugar em que o 19 estava.
Certo.
Mas antes de tudo, é preciso descobrir o lugar onde o k vai entrar.

Abaixo nés temos o cédigo completo (j& anotado)

// la Etapa: encontrar o lugar do k

o | i=1
Enquanto ( i < N )
Se (V[i] >k 0U V[i] = 0)
0(n) 0(1) Quebra

i++



// 2a Etapa: deslocar os elementos

0w | j=m

Enquanto ( j > N )

V[Ij+1] = V[j
0(n) 0(1) (3+1] (3]

J'__

// 3a Etapa: inserir o k na lista

V[i] = k

o)
m++

Agora basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo

O(1) + On) - 0(1)

+ O(1) + O(n)-0(1) + 0 O(n)

E aqui nés temos o primeiro exemplo onde a versao desordenada do problema é mais rapida.

d. A operac¢do de remogao

Imagine mais uma vez que nds temos uma lista com posigoes vazias no final

1 m N
V| [ofofo]

A tarefa é
—  Remover o nimero k da lista
Bom, se a lista nao estd ordenada, a tarefa é facil

- basta colocar o dltimo elemento na posi¢ao do k, e depois diminuir o valor de m
Mas antes disso, é preciso encontrar o k.

Abaixo nés temos o algoritmo completo (ja anotado)

// la Etapa: procurar o k

0(1) i=1; achei = 0

Enquanto ( i < m )

Se (V[i] == k)

0(n) 01 achei =1

Quebra

i++



// 2a Etapa: remover o k
Se ( achei == 1)
0(t) V[i] = Vin)

mn——
Agora basta examinar as anotacdes para obter o tempo de execucdo do algoritmo
o1) + O -01) + 0(1) = 0O(n)

Legal.

Agora imagine que a lista estd ordenada

m N
V [ 2]6 |7 ]tof11]1s]17][18]21]0]o0]o0

|

E imagine que k = 10.

Bom, dessa vez nés ndo podemos colocar o ultimo elemento no lugar do k — (porque a lista iria
ficar desordenada)

E nem podemos deixar a posi¢ao do k vazia — (porque?)

Entao, a gente move todos os elementos depois do k uma posicao para a esquerda

m N
V [ 2]6 |7 ]1o][11]15]17][18]21] 0] 0] 0]

R R~ R~ R~ ~~—_~

A coisa fica assim

// la Etapa: procurar o k

0(n) (. a mesma coisa ...)
// 2a Etapa: deslocar elementos para a esquerda
Se ( achei == 1)
j =i+l
Enquanto ( j > m )
V[j-11 = VI[j]
0(n) ow | Y
jH+
// 3a Etapa: apagar o ultimo elemento
V[m] =0
o
m——

Agora basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo

O(n) + Om) -01) + 01) = O



e. A operagdo de atualizagdo

Imagine mais uma vez que nds temos uma lista com posi¢oes vazias no final

1 m N
V| [ofo]o]

A tarefa é
—  FEncontrar o nimero x e atualizar o seu valor para y

Dessa vez, a versao desordenada nao tem muita graca.
Quer dizer, primeiro a gente faz a busca, e depois atualiza o valor do elemento.
E isso leva tempo O(n) — (porque?)

Entao, a gente imagina direto que a lista esta ordenada

m N
V [3]a]7]8]10]1a]1e][19]2a]0]o0]o

|

E imagina que x = 24.
Dai nds temos dois casos.

Quer dizer,

- Se y for menor que x, entao apods a atualizagdo pode ser necessario

arrastar o elemento para a esquerda

- Se y for maior que x, entdao apds a atualizagdo pode ser necessério

arrastar o elemento para a direita

A coisa fica assim

// la Etapa: procurar o x

0(n) (... a mesma coisa ...)

// 2a Etapa: deslocar elementos para a esquerda

Se ( achei == 1)
V[i] =
0(1) 7
Se (y < x)

Enquanto (i > 1)
Se ( V[i] < V[i-11)
aux = V[i]
V[i]l = V[i-1]
0(n) 0(1) V[i-1] = aux
Sendo

Quebra
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Se (y < x)

Enquanto ( i < m )

Se ( V[il > V[i+1])

aux = V[i]

V[i] = V[i+1]
0(n) 0(1) V[i+1] = aux
Sendo

Quebra

i++

Agora basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo

O(n) + O1) + Om) -01) = O

. Um algoritmo de ordenacgao

Nés ja vimos varios exemplos onde é uma onde é uma boa ideia trabalhar com a lista ordenada.
Mas, para que a lista esteja ordenada primeiro é preciso ordenéa-la, nao é7
Bom, agora nés vamos ver um algoritmo que coloca a lista em ordem.

Provavelmente, a ideia mais natural para ordenar uma lista é

- colocar o maior elemento na tdltima posigao
- colocar o 20 maior elemento na penultima posicao
- colocar o 30 maior elemento na antepentltima posigao
- e por al vai ...
Para fazer isso, é preciso encontrar o maior elemento.

E depois que o maior elemento estd na dltima posicao, o segundo maior elemento é o maior da
porcao V[1..N — 1] da lista.

Entao aqui, é uma boa ideia escrever uma funcao que encontra o maior elemento em uma porgao

da lista — (e retorna a sua posi¢ao)

A coisa fica assim

func EncontraMaior (L, inicio, fim)

M= L([inicio]; posM = inicio
0(1)

i= inicio + 1

Enquanto ( i < fim )
Se (L[]l > M)

0(n) 0c1) M= L[i];  posM = i
i+
E é facil ver que a fungao executa em tempo O(n) — (no pior caso)

11



Certo.

Ja que a gente estd aqui, nao custa nada escrever a funcao que troca dois elementos de lugar

func Troca (L, i, j)
aux = L[i]
L[j] = aux

que executa em tempo O(1).

E agora, é bem facil escrever o algoritmo que ordena a lista

func Ordenalista (L)
Para j = N Até 2
0(n) 0(n) ¢— i = EncontraMaior (L,1,j)

0(1) <— Troca(L,i,j)
Agora basta examinar as anotagoes para obter o tempo de execugao do algoritmo
O(n) - |O(n) + O() = 0
Legal, ndao é7

g. Ordenacdo via particdo

Sim, mas agora nds vamos ver uma coisa mais legal.
Quer dizer, imagine que nds temos uma lista desordenada.

E imagine que o seu primeiro elemento é o k

1 N
Vo [x]

Dai, a gente aplica o procedimento de particao: mover os elemento menores que k para a esquerda,

e os elemento maiores que para para a direita

1 N
V| El
—_———
<k >k
E dai, a gente ordena o lado esquerdo e o lado direito — (usando o algoritmo do exemplo (f))
1 N
V| [ & | |

Quando a gente faz isso, a lista fica completamente ordenada.

Mas, serd que isso é uma boa ideia?

12



Bom, para descobrir iss, nds vamos escrever e analisar o algoritmo.
E a gente comeca com a funcao de particao.

A ideia é usar dois dedos que se deslocam simultaneamente

1 N
V| |
/]\

i--- PR

A ideia é que i procura elementos maiores do que k.

E j procura elementos menores do que k.

Quando ambos ja encontraram o seu elemento, dai ocorre a troca.
E a coisa para quando os dedos i, j se cruzam.

A coisa fica assim

func Particgdo (L)

k = L[1]
0eL i=1; j=0N
Enquanto (i < j)
Se (L[i] > kx E L[j] < k)
0(n) Troca(L,i,j)

0(1)
Se (L[i] < k) i++

Se (L[] > k) j--
0(1) ¢+— Troca(L,1,i-1

Examinando as anotacoes, a gente vé que a funcao executa em tempo
o(1) + O()-0(1) + 0@1) = On)

E agora, é preciso estimar o tempo da ordenacao.
Mas aqui existem vérios casos — (dependendo do lugar em que o k foi parar ...)

O melhor caso ¢ a situacao em que o k ficou no meio da lista

1 N
V| | k |

<k >k

Dali, cada ordenacao trabalha com a metade da lista.

(5) - %

— (aqui nds nao estamos trabalhando com a notag¢ao O para ver melhor o que estd acontecendo)

E cada uma delas leva tempo
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Logo, a coisa toda leva tempo

n? n n? n n? n
R J— n = — n
4 4 2
E aqui a gente vé que o tempo de execugao foi reduzido (aprox.) & metade — (quando n é

grande)

Legal, nao €7

Sim, mas esse é apenas o melhor caso.
E ainda falta examinar o pior caso.

Bom, o pior caso acontece quando o k vai parar em um dos extremos da lista

1 N 1 N
[ ] | [ x|

>k <k

Nesse caso, nds temos apenas uma ordenacgao, que trabalha com uma lista com n — 1 elementos.

Isso leva tempo
n—12 = n? — 2n + 1

Logo, a coisa toda leva tempo
2 _ 2
n — 2n + 1 4+ n = n° — n + 1

E dessa vez, a gente nao ganhou quase nada.

Agora, a gente pode perguntar: Essa ideia vale a pena na prdatica ou nao?
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