Estruturas de Dados

aula 28: O truque do passarinho
1 Introducgao

Nés vimos que os mecanismos de resolucao de colisao por encadeamento externo e enderecamento

aberto permitem implementar as operagoes de acesso aos dados em tempo médio O(1).

Mas para os dois mecanismos, o pior caso da busca ainda é O(logn) — (assumindo que as fungoes

de dispersao tem comportamento aleatorio)

Na aula passada, nés vimos uma técnica de dispersao perfeita que resolve esse problema para o

mecanismo de encadeamento externo
Quer dizer, a ideia chave foi trocar meméria por eficiéncia na operagao de busca.

E hoje nés vamos fazer a mesma coisa, para obter outra técnica que reduz o pior caso da busca para

O(1), no mecanismo de enderecamento aberto.
2 O truque do passarinho
A técnica do cuco é baseada na seguinte ideia
—  Nenhum elemento € o dono da sua posicdo na tabela

Quer dizer, se um novo elemento y encontra a sua posicao ocupada pelo elemento x, ele pode tira-lo

dali

h(y) h(y)

E agora é o x quem tem o problema de encontrar um lugar para ele.

Dai, nés usamos uma outra funcao de dispersao hy(.) para encontrar o lugar de x

hi(y)

E a coisa acaba al.
Quer dizer, s6 existem dois lugares para o elemento x na tabela: hi(x) e ha(x).

— (e € isso que vai garantir a busca em tempo O(1), no pior caso)



Dai, se o x encontra a sua segunda posicao ocupada pelo elemento w, ele pode tira-lo dali

W ha(x) wo—| x ha(x)
DR D
Yy |— Yy |—

X
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hi(y) h1(y)

E dai, pode acontecer uma coisa engracada ...
Quer dizer, imagine que nesse ponto um novo elemento z quer ocupar o lugar onde o x esta.

Dai, o x da o lugar ao elemento z, e volta para a sua posi¢ao original tirando o y dali

hi(z)

Z/\_/) X |[—
y «—| 7Y e————;:zll(x)

E agora o y vai ter que procurar outra posi¢ao para ele, utilizando a fungao ha(.) ...
Essa técnica é conhecida como cuckoo hashing — (ou o esquema de dispersdo do cuco)

Mas, vejamos um exemplo concreto para entender melhor como a coisa funciona.

Exemplo: Suponha que nds queremos inserir os seguintes elementos em uma tabela de tamanho 11
20, 50, 53, 75, 89, 39, 3, 67
utilizando as funcoes de dispersao

hi(x) = x mod 11 ha(x) = [X

—J mod 11
11

Bom, o primeiro passo é pré-calcular as duas posi¢oes de cada elemento na tabela

hy h2 hy h2
20 9 1 89 1 8
50 6 4 39 6 3
53 9 4 3 3 0
75 9 6 67 1 6




Dali,

a primeira colisao ocorre quando o 53 toma o lugar do 20

20

50

Depois o 75 toma o lugar do 53

20

53

50

A seguir, a chegada do 89 provoca uma grande confusao

Dali,

89 220 |— 20

75 «—| 53 4\
50 |— 53

89
75 «—| 20 |— 20

o 89 tira o lugar do 20

o 20 tira o lugar do 75

o 75 tira o lugar do 50

o 50 tira o lugar do 53

o 53 tira o lugar do 20

o 20 tira o lugar do 89

e o0 89 entra na posicao 8

acontecem coisas semelhantes com a insercao do 39 e do 3, deixando a tabela assim



39
50

75

89
53

E finalmente chega o 67.

Quer dizer, quando ele chega acontece o seguinte

o 67 tira o lugar do 20

o 20 tira o lugar do 53

o 53 tira o lugar do 50

o 50 tira o lugar do 75

o 75 tira o lugar do 20

o 20 tira o lugar do 67

o 67 tira o lugar do 50

o 50 tira o lugar do 53

o 53 tira o lugar do 75

o 75 tira o lugar do 67
o 67 tira ...

e a coisa entrou em ciclo ...
E agora?
Bom, agora nao tem jeito.

Quer dizer, o que estd acontecendo é que existem 5 elementos
20, 50, 53, 67, 75

que s6 podem ocupar 4 posicoes da tabela

e dai a coisa nao pode dar certo — (sempre fica alguém de fora ...)



3 Implementacao
(...)

fungdo busca-CH ( x, T )

{ k1 <-- hi(x); k2 <-- h2(x);
Se ( T[k1] = x ) Retorna (k1)
Se ( T[k2] = x ) Retorna (k2)
Retorna (-1)

}

funcdo remog&o-CH ( x, T )

{
k <-- busca-CH (x,T)
Se (k=-1) Retorna
T[k] = vazio

}

funcdo insergdo-CH ( x, T )

{
elem <-- x; pos <-- hil (elem)
Repita ( n vezes )
{
Se ( T[pos] == vazio )
{
T[pos] = elem; Retorna
}
aux = T[pos]
T[pos] = elem
elem = aux
Se ( pos == hil(elem) ) pos <-- h2 (elem)
Sendo pos <-- hl (elem)
}
Rehash ()
}

Nota: Rehash() é uma funcgido que escolhe duas novas funcées de dispersao h1() e h2(), e reconstréi

a tabela de dispersao.



fungdo rehash-CH (T )

{
hl <-- nova fungdo de dispersédo
h2 <-- nova fungdo de disperséo
Para k <--1 Até n
{
Se ( T[k] n&o esta vazio )
{
elem <-- TI[k]
Se ( hi(elem) != k E h2(elem) != k)
{
Tlk] <-- vazio
insercgdo-CH ( elem, T )
oy %
3



4 Anadlise

Nés j& vimos que as operagoes de busca e remocao executam em tempo O(1), no pior caso.

Mas, qual é o tempo médio da operacdo de insercdao ?

Bom, para responder essa pergunta, é 1til considerar o grafo de vizinhancas da tabela cuco

=

==}

Quer dizer, nesse esquema as setas indicam para onde o elemento vai, quando ele é tirado da sua

posicao.

Dai, nao ¢é dificil ver que a busca percorre dois caminhos nesse grafo

hi(x)

— ~—————————
ha(x)

— ————

E o tempo médio da insercao é proporcional ao tamanho dos caminhos que ela percorre.

Em outras palavras, a operacao de insercao é eficiente se os caminhos que surgem no grafo de

vizinhancas da tabela cuco sdo curtos.

A seguir, nés vamos ver que se a tabela contém muitas posigbes vazias, entdo os caminhos sao curtos

e a inser¢ao executa em tempo médio O(1).
Especificamente, considere uma tabela de tamanho n.
E suponha que ao menos 2n/3 posigoes estao vazias.

Para determinar o tamanho médio dos caminhos que surgem nessa tabela, nés fazemos a seguinte

pergunta

e  Qual ¢ a probabilidade de que o caminho que comeg¢a na pPosicao i

passe pela posicdo j ¢



Bom, a situacao mais simples possivel é aquela onde existe uma seta de i para j.

Isso acontece quando existe algum elemento x na tabela tal que

hi(x) = i e hao(x) = ]
Mas a probabilidade de que isso acontega para um certo elemento x é igual a

1 2

(;L ~ nn-—1)

— (assumindo que as fungées hy, hy tem comportamento aleatdrio)
Por outro lado, existem até n/3 elementos na tabela.

Mas ainda assim, a probabilidade de que algum desses elementos coloque uma seta de i para j é no
maximo

n 2 2

3 nn—-1) — 3n
— (o que € bem pequenininho, quando n é bem grande ...)

A seguir, nés podemos considerar a possibilidade de que exista um caminho de tamanho 2 entre i e |

i k J
Como indicado no esquema, para que isso aconteca € preciso que exista uma posicao k tal que

- existe uma seta entre i e k
- existe uma seta entre k e j
Mas, nds acabamos de ver que a probabilidade de uma seta qualquer é de 2/3n.

Dai que, a probabilidade de que as duas setas acima existam, para uma certa posicao k, é igual a

2 2 _ ( 2 ) 2 1
3n  3n N 3 n?
Por outro lado, existem n posicoes na tabela que podem fazer o papel de k.

Mas ainda assim, a probabilidade de que exista uma caminho de tamanho 2 entre i e j é no maximo

(5:) () .
3n n? 3 n
— (0 que € bem pequenininho, quando n € bem grande ...)

Agora ja deu para o ver o padrao, nao €7

Quer dizer, a probabilidade de que exista um caminho de tamanho 3 entre i e j é

)

e a probabilidade de um caminho de tamanho 4 é de



Dai, a gente observa que

P(existe um caminho entre i e j) = P(existe caminho de tamanho 1)
+ P(existe caminho de tamanho 2)
+ P (existe caminho de tamanho 3)
+ P(existe caminho de tamanho 4)
+

E agora nés podemos escrever

P(existe um caminho entre i e j) = <g> 1 + (22) 1L + (23) 1 +
3 n 3 n 3 n
0 que a gente reescreve assim
- : . 1 & /2\F
P(eX|ste um caminho entre i e _]) < o Z (g)

e depois assim

S

P(existe um caminho entre i e j) <

— (0 que € bem pequenininho, quando n € bem grande ...)

Quer dizer, a probabilidade de que a posicao j apareca no caminho que comeca em i é bem pequena.

E isso vale para qualquer posigao tabela.



