Matematica Discreta

aula 01: Jogos de montar e desmontar

1 Introducgao

No6s vamos comegar a disciplina de matemaética discreta calculando a soma

1 +2 + 3 + 4 + ... + n

Bom, o truque mais velho do mundo para calcular essa soma é o seguinte

1 4+ 2 + 3 4 ...+ (n=2) + (n=-1) +
+ n + (n—-1) + (n—2) + ... + 3 + 2 + 1
n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) + (n+1)

Quer dizer, a gente escreveu a soma outra vez, ao contrario, embaixo da soma original.
E ao somar as colunas, todas as parcelas ficaram iguais.

Dai, como sao n parcelas no total, nés descobrimos que a soma das duas somas ¢é igual a

n-(n+1)
Mas as duas somas sao a mesma coisa.
Logo, cada soma ¢é igual a
n-(n+1)
2

Legal, nao €7
Sim, mas essa nao ¢ a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, agora imagine que n é par.

Entao, n/2 é um ndmero inteiro, e ele aparece no meio da nossa soma

L+ 2+ ... 4+ 5 + (5+1) + ... + n
Dai, a gente quebra a soma bem no meio
1+ 2 4+ ...+ 2+ (341 + ... + n

E escreve a segunda metade, ao contrario, embaixo da primeira metade, e depois soma as colunas

1+ 2+ + 2
+ n + (n—-1) + + $+1
(n+1) + (n+1) + ... + (n+1)



Quer dizer, ficou tudo igual outra vez.

E como sao n/2 parcelas no total, a gente descobre que a nossa soma vale

n
—-(n+1
()

— (o que € uma coisa que a gente jd sabia ...)

Certo.

Mas, ainda tem o caso em que n é impar.

Nesse caso, ”Tfl e ”TH sao numeros inteiros, que aparecem no meio da nossa soma

-1 1
1 + 2 + ... + 2 + 22 4+ .+ (n-1) + n
S6 que dessa vez, nao da pra quebrar a soma no meio — (porque?)

Sim, nao da.
Mas essa soma tem um elemento central

E se a gente descobre quem é o elemento central, a gente pode quebrar a soma assim

1+ 2+ ..+ @+ 4 -1 +n

Hmm ...

Agora, a gente precisa descobrir quem é o elemento central.
Para fazer isso, a gente lembra que n é impar.

Logo, n — 1 é par.

Logo, a gente pode desmontar o n assim

n—1 n—1
2 2

E ao fazer isso, a gente vé que

I + 2 + n—1) + n

___+__-
S
___+__-
_|_

”7’1 elementos 1 an elementos

elemento



Quer dizer, a soma é quebrada assim

-1 ! ! 3
1+ 2 + ... 4 o5 4 oo ey + (n—1)
Agora, é s6 aplicar o nosso truque outra vez
1 2 n—1 + n—2&-1
+ n (n—1) + v
m+1) + (n+1) + ... + (n+1) + =~
E depois a gente faz a conta
=l (n+1) + 2 = "TH-(n—l—l—l)
_ ((n+1)
= 2
Nao € legal?
Sim, mas a gente podia ter sido um pouquinho mais esperto.
Quer dizer, se n é impar, entao n — 1 é par.
Dai que, a gente pode escrever a soma assim
<1+2+3+...+(n—1))+n

E dai, a gente pode aplicar a formula para o caso par na soma entre parénteses

(n—1)
2

((n=1)+1) + n

E agora, é s6 fazer a conta pra chegar na mesma coisa outra vez ...

2 Jogos de montar e desmontar

Certo.

Mas, vamos olhar para a soma outra vez

1 + 2 4+ 3 4+ ... + (n=1) + n

Porque a gente ainda nao viu tudo o que tinha pra ver.
Mas, o que € que ainda tem para ver aqui?

Bom, a gente pode ver que

- 02¢éiguala 1+1



- eo 3 éiguala 1+ 2
- eo4éiguala 1+ 3

- epor ai vai ...

Dai que, a gente pode reescrever a nossa soma assim
1 +2 +3+4+4 ... 4+4n = 1+ (1+41) + (1+2) + ... + (1 + (n—-1))

E dai, a gente desmonta o lado direito assim

1 +2+3 4+ ... 4 n = 14+ 1 4+ 1 4+ ... + 1
+ 1 + 2 4+ ... + n-1
Quer dizer, a nossa soma apareceu do lado direito outra vez — (ou quase ...)

Dai, cancelando os termos iguais dos dois lados, a gente chega nisso aqui
n = 1 + 1 4+ 1 4+ ... + 1

O que é uma coisa que a gente ji sabia — (ou serd que nao?)
S6 que isso nao serve para nada ...
Ou serd que serve?

Bom, usando isso, a gente pode reescrever a nossa soma assim

1 + 2 + 3 + ... + n = 1+ 1 + 1 + + 1
+ 1 4+ 1 4+ + 1
+ 1+ + 1
+ 1
Sim, um triagngulo!
E dois triangulos formam um retangulo
1 + 1 + 1 4+ 1 + ... + 1
1 + 1 + 1 + 1 + ... + 1
1 + 1 4+ 1 + 1 + ... + 1 n
1 + 1 + 1 + ... + 1 + 1

n+1



Um retangulo com altura n e base n + 1 contém
n-(n+1) copias do 1

Sé que o retangulo sao dois tridngulos.
E o triangulo é a nossa soma.

Logo, a gente descobriu outra vez que

n-(n+1
1 + 2 4+ 3 4+ ... + n = (2)
Legal, ndao €7
Sim, mas essa nao é a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, vamos olhar para a nossa soma outra vez
1 +2 4+ 3 + 4 + ... + n

S6 que dessa vez, a gente coloca a atencao no lado direito.
E o que € que a gente vé ali?

Bom, a gente vai vendo isso aqui

+ n=3) + n—2) + (n—1) + n
Quer dizer, todo mundo é o n menos alguma coisa
Dai, voltando para o lado esquerdo, a gente vé que

- o 3 éigual an menos n—3
- 0 2 éigual a n menos n — 2

- eo 1 éigual an menos n—1

Dai que, a gente pode reescrever a nossa soma assim
1 +2+3+4+4 ..4n = (r-m-1)) + (n=-(n-2) +
Dai, a gente desmonta o lado direito assim

1 + 2 4+ 3 4+ ... + n = n + n +

e depois a gente reescreve a coisa assim

1 + 2+ 3+ ... 4 n = n4+ n +n + ... +

(1 + 2+ 3+

Quer dizer, a nossa soma apareceu no lado direito outra vez — (ou quase

+ (n—1)
+ n 4+ n
-1

+ (n—l))

)



S6 que dessa vez, a soma apareceu com o sinal negativo.

Entao, a gente passa ela para o outro lado

1 + 2 + 3 4+ ... + n = n + n + n 4+ ... + n
—|—(1+2+3+...—|—(n—1))
Adiciona n dos dois lados
1 + 2 4+ 3 4+ ... + n = n + n 4+ n 4+ ... + n + n
+(1+2+3+...+(n—1))+n
Reescreve a coisa assim
2-<1+2+3+...+n) = n-(n+1)
e depois assim
. 1
1 + 2+ 3+ ... 4 n = %
Legal, nao €7
3 Somando PA’s
Considere a soma
8§ + 11 + 14 + ... + 68 + 71 + 74
E vamos aplicar o mesmo truque outra vez
8 + 11 + 14 + ... + 68 + 71 + T4
4 + 71 + 68 + ... + 14 + 11 + 8
82 + &2 + &2 + ... + 82 + 82 + 82

Quer dizer, a coisa deu certo outra vez — (porque?)
Mas para saber quanto é isso, é preciso descobrir quantas parcelas nés temos aqui.

Bom, o padrao dessa soma é que os nimeros vao pulando de 3 em 3

3 3 3 3
/O~ /O~
8 + 11 + 14 + ... + 68 + 71 + 74

Dai que, a gente pode reescrever o comeco da soma assim

8 + (8 +3) + (8+2:3) + (8+3:3) +



E isso significa que o ultimo termo tem a forma
4 = 8 + k-3

Ora, essa é uma equagao bem facil de resolver.
E fazendo a conta, a gente descobre que k = 22.
Quer dizer, a nossa soma é a seguinte

8 + (8+3) + (8+2-3) + ... + (8 + 22:3)

Agora, ja nao ¢ dificil ver que a soma tem 23 parcelas.

Logo a nossa soma vale
82 x 23

= 4
5 943

Legal, nao €7

3.1 A férmula da soma da PA

Sim, mas essa nao ¢ a Unica maneira de fazer as coisas.

Quer dizer, a gente também pode reescrever a nossa soma assim
8 + 8 + 8 + 8 + ... + 8
+ 13 + 23 + 33 + ... + 22-3
Dai, colocando o 3 em evidéncia, a gente obtém
8 + 8 + 8 + 8 + ... + 8
3 (1 42+ 3+ o+ 2)

Ora, mas a gente ja conhece a soma dentro dos parénteses.

E aplicando a férmula sobre ela, a gente obtém
8-23 + 3-%.(22+1)
= 8-23 + 3-11-23
= 41 - 23

= 943

Uma sequéncia onde os nimeros sempre vao crescendo pela mesma quantidade é chamada de

progressao aritmética (PA) — (como todo mundo sabe ...)



Dai que, a forma geral da soma de uma PA é a seguinte

a + (a+k) + (a+2k) + (a+3k) + ... + (a+nk)

Olhando para a soma, a gente vé que o nosso truque pode ser aplicado outra vez

a + (a+k) + ... + (a+(r=1k) + (a+nk)
+ (a+nk) + (a+(n—-1k) + ... + (a+k) + a
(2a +nk) —+ (2a + nk) + ...+ (2a + nk) + (2a+ nk)

Dessa vez, nao é dificil ver que nés temos n + 1 parcelas no total.

Logo, a soma da PA vale

(n+1)-(2a+ nk)
2

Dai, a gente pode reescrever a coisa assim

(a + (a—i—nk))
2

(n+1) -
E depois assim

(10 elemento + dltimo eIemento)
nimero de elementos X

2
que é a féormula que a gente aprende na escola ...
4 Somando PG’s
Agora considere uma soma de poténcias de 2
1 + 2 + 4 4+ 8 + ... + 2

Um truque que nem todo mundo conhece consiste em adicionar 1 a essa soma, e depois fazer as

contas assim

1 + 1 + 2 + 4 4+ 8 + ... + 2

- 7

Quer dizer, a cada passo, a gente obtém o préximo termo da soma.

Dai que, continuando assim até o fim, a gente chega no seguinte



1 + 1 4+ 2 + 4 + 8 + ...
//
:2n+1

— (esse € o truque do peteleco — porque?)
Mas, isso é o resultado da soma adicionada de 1.

Logo, a soma original vale
2n+l _ 1

Legal, nao €7

Agora a gente pode tentar aplicar o mesmo truque na soma das poténcias de 3
1 + 3 + 9 + 27 + ... + 3"

Mas dai, a gente vé que a coisa nao funciona.

Quer dizer, somar 1 nao da certo

1+ 1 + 3+ 9 + 27 + ... + 3
——
=2

E somar 2 também nao d4a certo

2 + 1 + 3 + 9 + 21 + ... + 3

E agora?
Bom, agora é a hora para uma pequena esperteza.

Quer dizer, a ideia é considerar duas cépias da soma, e dai adicionar 1

1+ 3 + 9 + 27 + ... + 3"
+ 1 + 3 + 9 + 27 + ... + 3"

+ 1
P
=3 =9 = 27 oo = 3n — gn+l

Mas, isso é o resultado de duas cépias da soma adicionadas de 1.
Logo a soma original vale
3n+1 -1
2

9



Legal.

E para fazer a coisa funcionar com essa soma aqui

1 + 4 + 16 + 64 + ... + 4"

a ideia é considerar 3 cépias da soma, e depois adicionar 1

1 + 4 + 16 + 64 + ... + 4"
+ 1 + 4 + 16 + 64 + ... + 4"
+ 1 + 4 + 16 + 64 + ... + 4"
+ 1

//
=4 = 16 = 64 = An oyl

E assim, a gente descobre que a soma original vale

4n+1 -1
3

Nesse ponto, a gente ja entendeu o principio da coisa.
Dali, se alguém nos dé a seguinte soma

1 + k + K + B o+ .+ K
a gente ja pode advinhar que isso vale

k"+1—1
k—1

O que acontece quando k ndo é um numero inteiro?

Vocé consegue adaptar o truque?

4.1 O truque mais velho do mundo

Mas, existe um truque bem velho para calcular somas de PG.

Considere outra vez a soma
1 + 2 4+ 4 4+ 8 + ... + 2"
O primeiro passo é dar um nome para a soma
S =1 + 2 + 4 + 8 + ... + 2
Dai, a gente multiplica os dois lados por 2

2 = 2 4+ 4 + 8 4+ 16 + ... + ontl

10



Fazendo isso, a gente vé que S e 2S5 tem quase todos os termos iguais.

Dai que, subtraindo uma coisa da outra acontece um monte de cancelamentos

25 = X+ ¥+ v 8+ o+ 2
- s = 1+ 2+ + ¥+ o+

2 — § = ontl _

S6 que 25 — S éigual a S.

Logo
S = ontl

— (0 que € uma coisa que a gente ja sabia ...)
E bem f4cil ver que o truque também funciona com a soma de poténcias de 3
1 + 3 + 9 + 27 4+ ... + 3"

S6 que dessa vez, a ideia é multiplicar a soma por 3 e depois subtrair

35 = Yo o+ g+ o+ L+ 3
- S = 1+ ¥+ 9+ A+ S

35 — S = 3l

Fazendo isso, a gente descobre que

3n+1 _
1+ 3 + 9 + 21 + ... 4+ 3 = 5
E o truque também funciona com a PG de razao 2/3
1+ 2 + A + s + + 2"
3 9 27 o 3n
Quer dizer, primeiro a gente d4 um nome para a soma
S = 1 + 2 + 4 + 8 + + z
B 3 9 27 o 3n
Dai, a gente multiplica os dois lados por 2/3
2 _ 02 4 08 16 N 2ntl
3 -3 9 27 81 o 3n+1
E dai, subtraindo uma coisa da outra, a gente obtém
2 2n+1
S - -=-S = 1 - —
3 3n+1



0 que nos da

2n+1

s = 3 - 3n
Legal, nao €7
Sim, mas essa nao ¢ a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, considere outra vez a soma

s = 1 4+ 2 + 4 4+ 8 + ... + 2
E note que todos os termos do lado direito sao pares — (com a exce¢ao do 1 ...)
Isso significa que nés podemos colocar o 2 em evidéncia
S = 1+2-(1+2+4+...+2“*1>
Mas, vocé viu o que aconteceu?
Quer dizer, nés encontramos a soma dentro da soma — (ou quase ...)
s = 1+2-(1+2+4+...+2n—1)
S — 27
Isso nos permite reescrever a coisa assim
s = 1+ 2.(s - 2)

e depois assim

S 2n+1 1
Nao € legal?
4.2 A férmula da soma da PG
Agora considere a soma

3 + 6 + 12 + 24 + 48 + ... + 1536 + 3072

Examinando os termos atentamente, a gente identifica o seguinte padrao repetitivo

X2 X2 X2 X2 X2
P N N S RS
3 + 6 + 12 + 24 4+ 48 ... 4+ 1536 + 3072

E vendo isso, a gente ja poderia aplicar o nosso truque.

Mas dessa vez, a gente vai fazer as coisas de maneira diferente.

12



Quer dizer, a gente comeca dando um nome para a soma
S = 3 4+ 6 4+ 12 + 24 + ... + 1536 + 3072

Dai a gente nota que a partir da segunda posi¢ao todos os termos sao pares.

Logo, a gente pode colocar o 2 em evidéncia
S = 3 4+ 203 4+ 6 + 12 4+ .. + 768 + 1536]
Sim! a soma apareceu dentro da prépria soma (ou quase)

S:3+2-[3+6+12+...+768+1536]

S — 3072

Logo, a gente pode reescrever a coisa assim

S = 3 + 2.[s - 3072
e depois assim
S = 3 4+ 25 - 2-3072
e depois assim
S = 2-3072 — 3
= 6139

Legal, nao é7

Uma sequéncia onde os nimeros vao sempre sendo multiplicados pela mesma quantidade é chamada

de progressao geométrica (PG) — (como todo mundo sabe ...)

Dai que, a forma geral da soma de uma PG é a seguinte
a + ak + ok 4+ @k + .+ k"

Olhando para essa soma, a gente vé que o nosso truque pode ser aplicado outra vez.

Quer dizer, a gente comeca dando um nome para a soma
S = a + ak + ak® 4+ ok + ..+ a-k"

Dai, a gente nota que a partir da segunda posicao todos os termos sao muiltiplos de k.

Logo, a gente pode colocar o k em evidéncia
S = a + k-la + ak + ok + ... + a- k!

Sim! a soma apareceu dentro da prépria soma (ou quase)

13



S = a + k-|la + ak + ok + + -kl
S — a-k"

Logo, a gente pode reescrever a coisa assim

S = a + k-|S — a-k"
e depois assim

S = a + kS — a-k"
e depois assim

kS — S = a-k"H o}
e depois assim
a- k" — o
S _
k—1
e depois assim
razio - (l]ltimo termo) — primeiro termo
razaio — 1
que é a féormula que a gente aprende na escola ...
5 Uma soma diferente
Sim, mas tem uma coisa ainda mais legal.
Considere a seguinte soma
S = 1.2 + 222 + 3.25 4+ 4.2¢ + + n-2"
Isso nao é uma soma de PA, e nem é uma soma de PG.
Mas, nada nos impede de tentar o nosso truque outra vez.
Quer dizer, nés multiplicamos a coisa toda por 2 e depois subtraimos S
2S - S = 1-22 + 2.23 + 3.2 4+ 4.25 + + n-2ntt
- 1-2 - 2.22 — 3.2% — 4.2 — - n-2"
S6 que dessa vez, nao surgiu nenhuma oportunidade de cancelamento.
E agora?
Bom, agora é a hora para uma pequena esperteza.
Quer dizer, a ideia é escrever a subtragao assim
2S — S = 1-22 + 2-23 + 3.2 + ... + (n—1)-2" 4+ n-2nt!
- 1.2 - 2.22 — 3.2% — 4.2 — .. - n-2"

14



Dai, fazendo a conta por colunas, nés chegamos a

0 que a gente também pode escrever assim
ne2tt - (204 22+ 24 2t g

Ali dentro dos parénteses tem uma soma de PG.

E nés ja sabemos como calcular essa soma para obter
2n+1 o 9

Dai que, a coisa toda vale
n-2ntt o oontl 49

o que a gente também pode escrever assim
(n—1)-2""1 4+ 2
Legal, nao é?
Sim, mas essa nao ¢ a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, olhando para a soma outra vez
S = 1.2 + 2:22 4+ 3.25 + 4.2% 4

a gente observa que ela também pode ser escrita assim

S =2 + 22 4+ 28 + 2* 4 +
+ 22 4+ 28 4+ 2t 4+ +

+ 22+ 2 4+ +

+ 20 4+ +

+

onde cada linha é uma soma de PG.

Mas, soma de PG é uma coisa que a gente ja sabe resolver

15

+

- 2n+1

i 2”)

271
27’1,
2n

2TL

2?’L

n - 2"



Dai que, a gente pode calcular o valor de cada linha em separado

S =2 + 22 + 28 + 20 4 + 20— 2rtl 2
+ 22+ 2 4 + 20— onfl 98
+ 28 + + 2n  —  2rtl — 2d
—
+ 22— ontl —9n
O préximo passo € escrever a soma de resultados assim
noomtl <2 +o92 4 28 4 oot 4 2”)
calcular a soma de PG dentro dos parénteses
n‘2n+1 _ 2n+1 + 2
e chegar outra vez a
(n—1)-2""1 4+ 2
Legal, nao €7
Sim, mas essa nao ¢ a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, olhe mais uma vez para essa soma
S = 12 4+ 222 + 3.25 + 4.2 4+ ... + pn-2"

Agora, vocé consegue encontrar a soma dentro da soma?

6 Voltando ao inicio
Depois de ter aprendido tanta coisa, a gente pode olhar outra vez para isso aqui
1 + 2 + 3 + 4 + ... + n
S6 que dessa vez, a gente vai fazer as coisas de um jeito diferente.
Shn = 1 + 2 4+ 3 + 4 4+ ... + n

onde o nome diz quantos termos a soma tem.

Dai, a gente assume que n é par, e reescreve a coisa assim

Se = 1+ 2+ ...+ %4+ (5+1) + (2+2 + ...+



E dai, a esperteza é subtrair n/2 dos termos da segunda metade

1 + 2 +

g

1 + 2 + 3 +

I3

+ (F+1

) + F+2) o+
!

Quer dizer, embaixo apareceu um monte de termos n/2.

E em cima apareceu outra copia da primeira metade.

Mas, a primeira metade é a soma Sg.

Entao, a gente pode reescrever a coisa assim

Legal.

Sn =

S6 que, Sg ¢é basicamente a mesma coisa que S;.

Entao, se n/2 for par, a gente pode fazer a mesma coisa outra vez

wn

S}

E dai, a gente descobre que

Nesse ponto, a gente ja pode

— (sen/4 for par ...)

1 + 2 + ... +

NIS

IS

INE]
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1+ (8)

1
SR B
%termos

n\ 2
Sy o+ (3)
1+ 2 + 3 + + 2
+ H) + 2+ + 4
1 { {
n + oo oot
%termos
n\ 2
2.5 <—)
+ 4



De modo que

So = 5 = 1

— (se n for uma poténcia de 2 ...)

Entdo, escrevendo n = 2F, a gente obtém o seguinte

o3,
4
E; 3

Sn = 2k . Sa + %2 +

O que a gente reescreve assim

3

+

W=

— 9k
Sn —2+7-(§+

O que a gente reescreve assim

n n
S = — - =
n 5 5 +
e depois assim
2
n n
S = — —
" > T3
e depois assim
n(n+1)

Sn =

0 que a gente ja sabia desde o inicio ...

18

% T oot 9k—1 + 9k—2 + 9k—3 +

_l’_



