O truque mais velho do mundo

Um dia, alguém notou que

Quer dizer, a diferenca de dois cubos consecutivos produz um termo quadrado.

Dali, o proximo passo foi escrever

(n—172 — (n—2)° = 3n—12%) — 3(n-1) + 1

E aqui, nés obtemos um termo com o quadrado anterior.
Quer dizer, a ideia é que nds podemos obter todos os quadrados assim.

E entao, basta fazer a soma

13 — 03 = 3-12 — 3-1 + 1
2% — 13 = 3-22 — 3-2 1
3 — 23 = 3-32 — 3-3 + 1
+ n* — (n—-13 = 30 — 3-n + 1
Mas, quando a gente faz isso, os cubos desaparecem todos — (com a excecdo do ultimo ...)
E a gente obtém o seguinte
n® = 3 (12 + 22 4+ 3 4+ 4 + + n2>
-3 (1 + 2 + 3 + 4 4 + n)
+1 + 1 + 1 4+ 1 + + 1
0 que a gente reescreve assim
1
n? = 3Q, — 3 n(n+1) n
2
e depois assim
3n? 3n
3Qn = n® + > + 5 n
e depois assim
Q o N n? Lon
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Legal, nao é?
Sim, mas o mais legal é que o truque também pode ser usado para calcular a soma de cubos.

Quer dizer, a ideia é somar as equagoes

j — 04 = 4-13 — 6-13 + 4-1 — 1
2t 14 = 4-13 — 6-22 + 4.2 — 1
3t — 24 = 4.1 — 6-3% + 4.3 — 1
+ nt = (n—-1* = 4.1 — 60 + 4.n — 1

Dai, a gente obtém o seguinte

n® = 4(13+23+33+43+ + n’
—6(12+22+32+42+ + n?
a4 (1 o+ 2+ 3+ 4 + )
-1 -1 - 1 - 1 - - 1

0 que a gente reescreve assim
1
nt = 4C, — 6Q, + 4 ”(”;) —
e depois assim
1
4, = ot o+ 6Q, 4 ”(";) n
e depois assim
4C, = nt + 2 + 3P + n — 2m¥ — 2n +
e depois assim
4C, = nt o+ 2 o+ n?
e depois assim
4C, = n? <n2 + 2n + 1)
e depois assim
4Cn = n2 : (n+1)2
e depois assim
1) 12
S

Legal, nao é?



