Coisas estranhas no infinito

Agora, considere a seguinte soma infinita

Loy oo o b Ly by
2 3 4 5 6
Essa soma tem um padrao repetitivo bem simples.
Mas ela nao é muito facil de calcular.
Para entender o que esta acontecendo, a gente da um nome para a soma
H = 1 + + ! + ! + = + = +
B 2 3 4 5
— (a soma tem o nome de série harmonica ...)
e dai, a gente faz a seguinte modificacao nos termos impares
_ 1 1 1 1
H = V+ L + ¥V 4+ L+ 4+ £ 4+ 1 4

\J \J \J

1 1 1

2 4 6
Dai, como todos esses termos foram reduzidos, a gente pode escrever o seguinte

H > + ! + = + = + = + = +
2 2 4 4 6 6
E agora, a gente pode somar os pares de termos consecutivos
_ 1 1 1 1 1 1
H = 5 + 5 + 1 + 1 + 3 + 3 +
l 1
1 ; 5
Quer dizer, a gente encontrou a nossa soma outra vez.
E isso nos permite concluir que
H > H

Sé que isso é uma maluquice.
E isso é um sinal de que nés encontramos o infinito.

Quer dizer, o infinito é uma coisa de que a gente pode tirar um pedaco e ele continua do mesmo tamanho —

(0 que é uma maluquice ...)
E isso o que esta acontecendo aqui.

Entao, nés devemos ter

H 1 + ! + ! + = + = +
= — — — — = O
2 3 4 5
Mas, isso ainda é uma coisa que nds precisamos ver.
E para ver isso, a gente quebra a soma em linhas assim
H = 1
vl
1 1
T3 1
1 1 1 1
T3 6 7 5
1 1 1 1 1
T 5 T 1 i T T 16
+

A primeira observacao é que cada linha tem um numero finito de parcelas.
Logo, esse esquema vai ter um numero infinito de linhas.

E a segunda observagao é que em todas as linhas nés temos uma quantidade > 1/2

H = 1 >1/2
+( 3 > 1/2
+( 3 3 >1/2
S R IR N SR
+ 3 & L+ L + + + >1/2
+ .
Logo, a gente pode escrever
Hos Lo bbby
2 2 2 2
E isso ja nos permite ver que H ¢é igual a oo.
Legal, nao é?
Sim, mas ainda tem uma outra coisa legal.
Quer dizer, considere agora a seguinte variacao do nosso esquema
H = 1
1 1
T3 3
1 1 1 1
T 5 6 7
1 1 1 1 1
T o5 T g 10 T T 15
_|_
O ponto aqui é que agora as linhas sao todas <1
H = 1 <1
SIS T
S I o T R
I T I
+
E isso nos permite obter um limite superior para as somas parciais de H.
Quer dizer, considere agora a soma finita
1 1 1 1
H(n = 1 + - + - + = + + =
(n) 2 3 4 n
E imagine que n = 2F — 1.
Entao, os termos de H(n) preenchem exatamente k£ + 1 linhas do esquema.
E nés podemos escrever
Hn) < 1 + 1 4+ 1 + + 1 = k + 1
k+1
O préximo passo é notar que
log, (n) = log, (2") = k

Dai que, nés podemos escrever

Mas nao é sé isso.

Quer dizer, utilizando a primeira versao do esquema, a gente pode adicionar o seguinte

log, (n)
2

+ 1 < H(n) < log, (n) + 1

E isso ja nos da uma boa ideia da velocidade com que a soma H vai para o infinito

H(n)

— (i.e., como um logaritmo ...)



