Matematica Discreta

aula 06: Manipulando a divisibilidade
1 Introducgao

Na aula passada nés aprendemos uma regra de divisibilidade para poténcias
« 3" — 1 é sempre divisivel por 2
« 4™ — 1 é sempre divisivel por 3
« 5™ — 1 é sempre divisivel por 4
e e por ai vai ...
Dai, nés generalizamos a coisa para qualquer subtracao de poténcias
o« 5" — 2" ¢ sempre divisivel por 3
o« 7" — 3" é sempre divisivel por 4
e 9" — 4" ¢ sempre divisivel por 5

e e por aivai ...

Hoje nés queremos trabalhar com somas.

Para isso a gente comeca notando que o 7 é um heptagono
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Mas, a coisa ndo funciona para o heptdgono de heptdgonos — (o 7%)
Porque
7 o+ 1 = 50

0 que nao ¢ divisivel por 3.
S6 que, tirando 1 a coisa passa a funcionar — (i.e., aquilo que sobra é divisivel por 8)
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Quer dizer, dessa vez a gente descobriu que os nimeros

1, T4+, T+,

sao todos divisiveis por 8.

E que os niimeros

? -1, -1 7 -1,

também sao todos divisiveis por 8.

Mas, porque € que a coisa funciona?

7+ 1,

™ -1,



Bom, vamos comegar com o caso par, que ¢ mais facil

7?41
Dai, a gente reescreve a coisa assim
(7)1
e depois assim
49" — 1

Dai, a gente lembra da regra da aula passada
— 49" — 1 € sempre divisivel por 48
Mas, 48 é divisivel por 8.
Entao, 49" — 1 também ¢ divisivel 8.
O que nos da
— 7 — 1 € sempre divisivel por 8
Certo.

Agora a gente considera o caso impar
721’L+1 + 1

Dessa vez, a gente reescreve a coisa assim
7.7 41

E aqui é a hora para uma pequena esperteza.

Quer dizer, a gente desmonta o 1 assim

Dai, a gente reescreve a nossa expressao assim
7.7 408 — 7
E coloca o 7 em evidéncia
7. (72" - 1) + 8

Aqui a gente nota que
To(Tn - 1) 48
S—— ~~
div. p/ 8 div. p/ 8

O que nos da

— 7?tl 41 ¢ sempre divistvel por 8



2 Divisibilidade de poténcias
Agora, a gente tem mais uma regra para a divisibilidade de poténcias

e 3" — 1 e 32"l 4 1 sdo sempre divisiveis por 4
o 427 — 1 e 42+l 41 sdo sempre divisiveis por 5
e 52" — 1 e 5%+l 4 1 sdo sempre divisiveis por 6
e e por ai vai ...

Mas para dar o préximo passo, a gente precisa entender melhor as coisas.
Para isso, a gente olha para essa regra outra vez
— 4™ — 1 ¢é sempre divisivel por 3
E pergunta outra vez: Porque?
Bom, vamos raciocinar.
E na matematica, raciocinar é desmontar.

Entao, a gente comeca desmontando o 4 assim

Dai, a gente reescreve a nossa expressao assim
n
(3+1)" - 1

E aqui a intuicdo jd comeca a imaginar as coisas ...
Mas, vamos um pouco mais devagar.

Quer dizer, vamos comecar observando que aquilo que estd dentro dos parénteses é um sobra 1
— (na divisao por 3)
(3+1)" - 1
——
sobra 1

Dai, a gente pode perguntar o que acontece quando a gente tira as poténcias de um sobra 1.
Bom, vamos ver.

Quer dizer, a gente comeca com o sobra 1 ao quadrado
(3+1)° = (3+1) (3+1)
= 32 4+ 2.3.1 4 1?2

A esperteza nesse ponto é reescrever a coisa assim

(3+1)°

3-(34+2) + 1



Sim! isso é um sobra 1 — (na divisdo por 3)
(3+1)° = 3K + 1
Agora, a gente olha para o sobra 1 ao cubo
(3+1)°
E a esperteza dessa vez é reescrever a coisa assim
(3+1)° = (3+1)°-(3+1)
= (BK+1) (3+1)
= K + 3k + 3-1 + 12
= 3 [3K + K+ 1] + 1
= 3L + 1
— (i.e, um sobra 1)
Entao, a gente acabou de descobrir que
— as poténcias do sobra 1 sempre ddo um sobra 1

Agora, a gente pode olhar para isso aqui outra vez
(3+1)" — 1

e reescrever a coisa assim
3Kk + 1 — 1

e depois assim
3K

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 3.
Legal, nao é?
Agora, a gente olha outra vez para isso
— 42" — 1 e 42t 41 sdo sempre divisiveis por 5
E pergunta outra vez: Porque?
Bom, para entender porque a gente precisa desmontar outra vez o 4.

E dessa vez, a gente desmonta o 4 assim

Sim! 0 4 é um falta 1 — (na divisao por 5)



Agora, a gente precisa entender o que acontece quando a gente tira poténcias de um falta 1.

A gente comega com o 1 ao quadrado
-1 = (5-1)- (5-1)
= 5 —- 2.5.1 + 12
= 5-(5 —2) + 1
= 5K + 1

Sim, o falta 1 ao quadrado é um sobra 1.

Agora, a gente olha para o falta 1 ao cubo
(5-1° = (5-17 (5-1)
= (BK+1)-(5-1)
= 5K — 5k + 5-1 — 1
— 55K -k + 1] -1
= 5L — 1
Sim, o falta 1 ao cubo dd um falta 1.

E entdo, jd deu pra ver o que estd acontecendo?

Pois é, dessa vez a regra é a seguinte

— as poténcias pares do falta 1 sempre dao um sobra 1

as poténcias impares do falta 1 sempre dao um falta 1

Agora, a gente olha outra vez para isso

|
Dai, a gente reescreve a coisa assim
(5 —1)" — 1
e depois assim
5K + 1 — 1
e depois assim
5K

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 5.

A seguir, a gente olha outra vez para isso

42n+1 + 1



Dai, a gente reescreve a coisa assim
(5 — 1) 4+ 1
e depois assim
5K — 1 + 1

e depois assim
5K

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 5.
Legal, nao €7
Sim, mas ainda tem mais coisa pra gente ver.

Quer dizer, vamos olhar outra vez para isso
— 5" — 2™ ¢ sempre divisivel por 3

E vamos perguntar outra vez: Porque?

Bom, vamos raciocinar.

Quer dizer, vamos desmontar.

E dessa vez, a gente desmonta o 5 assim

Sim, 0 5 é um sobra 2 — (na divisdo por 3)
Dai a gente quer saber o que acontece quando a gente tira poténcias de um sobra 2.
Bom, vamos ver.

Quer dizer, a gente comeca com o sobra 2 ao quadrado
(3+2)° = (3+2)-(3+2)

= 32 4+ 2.3.2 4 22

= 3K + 22
Sim! o sobra 2 ao quadrado é um sobra 22.
Agora, a gente olha para o sobra 2 ao cubo
3 2
(34+42)° = (34+2)"-(3+2)

= (3K +2%)-(3+2)
= 3°K 4+ 3k-2 + 3.-22 4 23

= 3L + 23



Sim, o sobra 2 ao cubo é um sobra 23.
Ja deu pra ver o que estd acontecendo, nao €7

Entao agora, a gente pode olhar outra vez para isso aqui
5t — 2"
Dai, a gente reescreve a coisa assim
(3+2)" - 2v
e depois assim
3K + 2" — 2"

e depois assim
3K

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 3.

Legal, nao é?

Sim, mas tudo isso que a gente viu sao coisas que a gente ja sabia.
Agora, esta na hora de descobrir alguma coisa nova.

Para isso, a gente escreve o seguinte

5"+ 2"
E entao, qual é o seu palpite?
Isso ¢é divisivel pelo que?
Bom, o palpite é que isso é divisivel por 7 — (mas pode ser que dependa da paridade don ...

Para verificar o palpite, a gente desmonta o 5 assim

Sim! 0 5 é um falta 2 — (na divisao por 7)
E agora, a gente precisa ver o que acontece quando a gente tira poténcias de um falta 2.

A gente comeca com o falta 2 ao quadrado
(7-2)° = (7-2) (7-2)
= 7 + 2.7-2 4 22
= 7K + 2°

Sim! o falta 2 ao quadrado é um sobra 22.



Agora, a gente olha para o falta 2 ao cubo
(1-2) = (1-2)° (1-2)
= (7K +22) - (7-2)
= T°K — 7-2 + 7-22 — 23
= 7L — 23
Sim, o falta 2 ao cubo é um falta 23.

Ja deu pra ver o que estd acontecendo, nao ¢

Entao agora, a gente olha outra vez pra isso
5" 4+ 2"
Dai, a gente reescreve a coisa assim
(7-2)" + 2"

Aqui, a gente precisa saber se o n é par ou impar.
Nesse caso, a gente precisa que o n seja impar — (porque?)
Entao, a gente assume que o n é impar.

Dai, como o n é impar, a gente pode reescrever a coisa assim
TK - 2" 4 2"

e depois assim
TK

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 7 — (quando n € impar)
Mas, e quando n € par?
Bom, quando n é par a gente olha para a subtragao
v — 2"
Dai, a gente reescreve a coisa assim
(7-2)" - 2°

e depois assim
TK o+ 2" - 2"

e depois assim
TK



E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 7 — (quando n € par)
Quer dizer, a gente descobriu mais uma regra de divisibilidade para poténcias
52n — 220 e 52l L 927 950 sempre divisiveis por 7
e 67" — 32" e 62"t 4 32" 530 sempre divisiveis por 9
o T — 42 o 72l 4427 g50 sempre divisiveis por 11

e e por ai vai ...
3 Manipulando a divisibilidade

Agora que nds temos as nossas regras de divisibilidade para poténcias, a gente pode ver que as coisas

que estao no livro de matematica discreta nao sao tao dificeis assim

Nés vamos comecar com isso aqui
— 52" — 1 ¢ sempre divisivel por 3

Bom, isso é uma poténcia de 5.

E o 5 pode ser desmontado assim
5 = 6 — 1

52n

Logo, é um sobra 1 — (na divisdo por 6)

Agora, a gente pode ver que
5" -1 = 6K + 1 — 1 = 6K

é sempre divisivel por 6.

E tudo o que é divisivel por 6 também é divisivel por 3.
Legal.

Mas, essa nao é a unica maneira de fazer as coisas.

Quer dizer, vamos olhar outra vez para isso

52— 1
Dai, a gente reescreve a coisa assim
(5*)" - 1
e depois assim
25" — 1
e depois assim
(3-8 + 1)" - 1
e depois assim
3K + 1 — 1

10



e depois assim
3K

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 3.
A seguir nés vamos ver mais exemplos.

Exemplos
a. Mais divisibilidade por 3

— T + 2 € sempre divisivel por 3

Bom, aqui a gente desmonta o 7
(2:34+1)" + 2

E nota que o termo entre parénteses é um sobra 1 — (na divisao por 3)

Dali, a gente reescreve a coisa assim
3K+ 1 + 2

e depois assim
3K+ 3

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 3.

b. Ainda mais divisibilidade por 3

Virando algumas paginas do livre de matematica discreta, a gente encontra o seguinte

10" + 5

3 + 4"F2 ¢ sempre um nidmero inteiro divisivel por 3

E agora?
Bom, agora a gente raciocina por etapas.

Quer dizer, a gente comeca focando a atencao na fracao

10" + 5
3
E a esperteza é desmontar o 10 assim
(9+1)" +5
3
Sim, nés temos um sobra 1 dentro dos parénteses — (na divisio por 9)
Logo, a gente pode reescrever a coisa assim
9K + 1 + 5
3
e depois assim
9K + 6
3
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e depois assim
3K+ 2

Agora, a gente coloca isso de volta na nossa expressao
3K+ 2 4 4nt?

Dai, a gente desmonta o 4
3K+ 2 + (3+1)""?

E reescreve a coisa assim
3K + 2 + 3L + 1

e depois assim
3K+ 3L + 3

E assim a gente vé que a coisa é sempre um ntmero inteiro divisivel por 3.

. Divisibilidade por 4

— 6-7" — 23" € sempre divisivel por 4

Bom, aqui a esperteza é reescrever a coisa assim
4-m + 2.7 - 2.3"
Dai, como o primeiro termo ja é divisivel por 4, a gente pode esquecer dele
2.7 - 2.3"
O proximo passo € colocar o 2 em evidéncia

2. (7" - 3”)

E aqui a gente ja pode aplicar a nossa regra de divisibilidade para poténcias

2. (7" - 3”>

—_——
div. p/ 4

. Divisibilidade por 5

— 320 4 4™l ¢ sempre divisivel por 5
Bom, aqui é preciso raciocinar um pouquinho.
E na matematica, raciocinar significa: desmontar e reescrever.

Entao, a gente reescreve assim

(3*)" + 4.4m

12



e depois assim
9"+ 44"

Dali, a esperteza é desmontar o primeiro 4 assim

9" 4+ (5 — 1)-4"
e depois reescrever assim

9" 4+ 5.4 — 4"

O termo do meio ja é divisivel por 5, e a gente pode esquecer dele
o L L

E aqui a gente ja vé que a coisa é sempre divisivel por 5 — (pela regra de divisibilidade para

poténcias)

. Divisibilidade por 7

— 2 4 321 ¢ sempre divisivel por 7

Bom, aqui a gente comega reescrevendo assim

22.2" 4 3.3
e depois assim

4.2 + 3.3

Dali, a gente desmonta assim
2" 4+ 3.2" 4+ 3.3%

E reescreve a coisa assim

e depois assim
2+ 3 (2n 4 (3)")

e depois assim
2 4 3 (20 4 o)

e depois assim
2+ 3 (2 + (7 +2)")

e depois assim
2 4 3 (2 4+ TK 4+ 2

e depois assim
2"+ 3.2 + 3.7TK + 3-2"

e depois assim
7-2" 4+ 3-TK

13



E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 7.

. Divisibilidade por 43
— 6" 72 ¢ sempre divisivel por 43
Bom, aqui a esperteza é desmontar assim
6-6" + 7-7"77
Dali, a gente reescreve a coisa assim
6-6" + 7-(7*)"

e depois assim
6-6" + T7-49"71

e depois assim
6-6" + 7-(43 + 6)""

e depois assim
6-6" + 7-(43K + 6"7')

e depois assim
6-6" + T7-43K + T7-6"1

O termo do meio ja é divisivel por 43, e a gente pode esquecer dele
6-6" + 7-6""
Nesse ponto, a gente d4 mais uma desmontadinha
6-6-6""1 4+ 7.6"7!

E reescreve a coisa assim
36-6"1 4+ 7.6771

e depois assim
43 .6"!

E assim a gente vé que a coisa é sempre divisivel por 43.

. Desafio

Algumas paginas mais adiante no livro de matemadtica discreta, a gente encontra uma coisa curiosa

—  Os numeros abairo sao todos divisiveis por 53

1007 ,10017 ,100117 ,1001117 ...

Serd?
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Bom, vamos raciocinar.

E na matemdtica, isso significa desmontar.

Para fazer isso, a gente olha para o nimero

E desmonta ele assim

E reescreve assim

100111...1117

n

A seguir, o truque sujo é reescrever o termo do meio assim

e depois assim

e depois assim

e depois assim

e depois assim

e depois assim

n

Nesse ponto, a gente nota que

E reescreve a coisa assim

e depois assim

53 - (17-10”+1 + 1)

9

15

——
999...999
1ot 4+ 10 0 /T
9
0" — 1
10"+ 10 ——=
9
1ot — 10
o3 ¢ V4 7
9
omtt — 1
100 - 10"t1 4+ % +
900 - 107+l 4+ 107! 10 + 63
9
901 - 10" + 53
9
901 = 53 x 17
53-17-10"t 4+ 53
9

N——
n
10000...00 + 10 x 111..111 + 7
N—— N——
n+3 n
o+ 4+ 10 - 111..111 + 7
——

7



e depois assim

e depois assim

e depois assim

e depois assim

53 - (18-10"+1 — 1ontl 4 1)
9

53 (18-10m0 — (107~ 1))

53 . (18-10”+1 _ 999...999)
9

53 - (2.10’”1 _ 111...111)

E assim a gente vé que todos os niimeros abaixo sao divisiveis por 53

1007 4+ 10017 4 100117 + 1001117 +
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