Matematica Discreta
aula 08: Nimeros primos e o MMC
1 Introducgao

Nas ultimas duas aulas nds vimos varias maneiras de desmontar nimeros.

Mas a maneira mais velha de fazer isso é a decomposi¢ao em fatores primos — (FEuclides jd fazia isso

em 300AC)

Bom, todo mundo sabe o que é um nidmero primo.

Quer dizer, um ndmero primo é um ntmero que nao pode ser dividido por nenhum outro.

A nao ser por ele mesmo — (que ndo € algum outro)

E a nao ser pelo 1 — (mas o 1 ndo conta ...)

Certo.

Essa defini¢ao ja implica que todo nimero pode ser decomposto em fatores primos — (porque?)
Quer dizer, ninguém divide os niimeros primos, mas os nimeros primos dividem todos os outros.
E isso é bem facil de ver.

Considere o seguinte programa de computador

O programa funciona assim

- Tudo comeca quando vocé coloca um niimero n dentro do primeiro saquinho.

- E dali, a coisa fica rodando até que esse saquinho fique vazio.

- A cada volta, a gente pega um ntmero x do primeiro saquinho, e dai existem duas opgoes:
— se z é primo, entao ele é colocado no segundo saquinho

— se x nao é primo, entao existe alguém que divide ele, e nés podemos escrever x = a - b;

dai, nés pegamos os nuimeros a, b e colocamos de volta no primeiro saquinho

Quando a coisa acaba, o segundo saquinho contém uma decomposicao de n em fatores primos

n = p1-p2 - ... Pk



Mas quem disse que a coisa acaba?

Quer dizer, em principio, o programa podia ficar rodando para sempre.
Mas nao pode.

E isso também é bem facil de ver.

A observacao chave é que sempre que x nao é primo e nds escrevemos

0s numeros a e b sao menores do que x.
— (quer dizer, a menos que a ou b seja igual a 1; mas o 1 nao conta — ele nao entra nesse jogo)
Dai que, os niimeros do primeiro saquinho vao sempre ficando menores.

Até que uma hora eles viram nimeros primos

— (porque eles nao podem ficar menores para sempre, e nem podem chegar em 1)
E nessa hora eles sao colocados no segundo saquinho.
Logo, mais cedo ou mais tarde, o primeiro saquinho sempre acaba ficando vazio.

Legal, nao €7
2 Unicidade da fatoragcao em primos
Mas, o mais legal é que s6 existe uma maneira de decompor um nimero em fatores primos.

S6 que isso nao é assim tao facil de se ver.

Por exemplo, imagine que vocé coloca o 24 dentro do primeiro saquinho

Dai, quando vocé tira ele do outro lado, existem varias maneiras de escrever o 24 como um produto

e 24 = 2-12 e 24 = 4-6 e 24 = 8.3
e 24 = 3.8 e 24 = 6-4 e 24 = 12-2

Mas nao importa o caminho que vocé escolha, no final das contas vocé sempre vai terminar com a

mesma coisa no segundo saquinho

NN

Quer dizer
24 = 2-2-2-3

é a Unica maneira de decompor o ntimero 24 em fatores primos.

Mas, porque isso?



Bom, porque os primos tem uma propriedade legal.

Quer dizer, o produto de primos diferentes sempre da um resultado diferente

pL-P2  F P3P

Mas, como € que a gente vé isso?

Bom, na pratica a gente mostra que o produto de dois primos

b1 - P2

nunca é divisivel por um terceiro primo ps — (e isso jd implica a desiguladade acima)

Vejamos como ¢ isso.

Argumento
A ideia é mostrar que néo é possivel decompor p; - p2 bolinhas em grupinhos de tamanho ps.

E para fazer isso, nds construimos o seguinte esquema

P1

— (i.e., p1 grupinhos de tamanho p3)

Dai, a gente imagina que vai formando grupinhos de tamanho p3, da seguinte maneira

___P}__Q ___P}__Q

Nesse ponto, a gente faz a primeira observagao importante

Fato 1: Quando a gente chega no final da primeira linha, nao existem pontinhos suficientes para

formar um grupinho completo

P3 P3
. . ::/. )

P1

Ora, isso tem que ser assim, porque p; € um numero primo.



S6 que dai, a gente pega pontinhos na préxima linha para completar o grupinho

P3 p3

Certo.

Nesse ponto, a gente faz mais uma observacao simples

Fato 2: Mais cedo ou mais tarde, a gente sempre consegue terminar uma linha com um

grupinho completo

‘__Pfs__\ ‘__Pfs__\

Bom isso certamente acontece na linha ps
— (porque o nimero total de pontinhos até ali é igual a p1 - p3, o que € um mailtiplo de p3)
Mas dai, a gente pode pensar se isso nao podia ter acontecido antes.

E isso nos leva para a observagao mais importante da prova.

Fato 3: Nao dé para formar um grupinho completo antes da linha ps.

Bom, vamos imaginar que dé, sé pra ver no que da ...

Quer dizer, imagine que nds formamos um grupinho completo no final da linha k£ < ps.
Dali, a gente vai comecgar do comeco outra vez na linha &k + 1.

E dai, o processo vai entrar em repeticao!

Dai que, no final da linha 2k nés vamos ter um outro grupinho completo.

E no final da linha 3k também.

Quer dizer, os grupinhos completos vao sempre aparecer nas linhas multiplas de k.
Mas dai, a gente lembra que aparece um grupinho completo no final da linha ps.

Logo, p3 é um multiplo de k.

S6 que isso nao pode ser, porque p3 € um numero primo.

Legal.

Entao, p3 é a primeira linha que termina com um grupinho completo.

Dai, a gente vai comecgar do comeco outra vez na linha ps + 1.

E dai, o processo vai entrar em repeticao!

Dai que, no final da linha 2 p3 nés vamos ter um outro grupinho completo.

E no final da linha 3 p3 também.



Quer dizer, os grupinhos completos vao sempre aparecer nas linhas multiplas de ps.

E agora estd na hora de terminar o argumento.

Fato 4: A 1ltima linha do esquema nao termina com um grupinho completo

LI L
_ 5
- D

Ora, isso tem que ser assim.
Porque os grupinhos completos aparecem nas linhas multiplas de ps.
E po € um nidmero primo.

Portanto, p; - p2 nunca é divisivel por ps.

E ndés sempre temos que

p1L-p2 # p3 - pa
Legal, nao €7
Outro argumento

Outra coisa legal da matemadtica é que, depois que a gente vé e entende uma coisa, a gente consegue

dizer a mesma coisa de forma mais sucinta — (sem ver o que estd acontecendo ...)

Quer dizer, no final das contas, o que o Fato 3 esta dizendo é o seguinte
Teorema: Se p,q sao primos, entao p - ¢ é o menor miltiplo comum de p e q.
Porque?

Bom, para explicar isso a gente precisa do seguinte

Lema: Se k é o minimo multiplo comum de p e ¢, entdo todos os multiplos comuns de p e ¢
tem a forma

a-k , para algum a inteiro.
— (aqui, p,q nao precisam ser primos)

Prova:
Suponha que nao.

E imagine que existe um multiplo comum m que satisfaz
-k < m < ({+1)-k
Nesse caso, nés podemos escrever

m = £-k + r

onde r < k.



Dali, a gente observa o seguinte

- m é um miltiplo de p
-E /- -k também é um miltiplo de p

- Logo, r é um miltiplo de p
E de maneira analoga

- m é um miltiplo de ¢
- E{-k também é um miltiplo de g

- Logo, r é um miltiplo de ¢

Portanto, r é um multiplo comum de p e q.
S6 que r é menor do que k.

E isso nao pode ser.

Legal.

Agora nés estamos prontos para provar o teorema.

Prova do teorema:
Suponha que nao.
E imagine que k < p - ¢ é um miltiplo comum de p e q.

Entao, nés podemos escrever
k = b-p

E podemos concluir que todos os multiplos comuns de p e ¢ tem a forma
a-b-p , para algum a

Ora, p - ¢ é um multiplo comum de p e q.

Logo, nés devemos ter

O que implica

S6 que isso nao pode ser — (porque q € primo ...)

Finalmente, agora que temos o teorema, nés podemos provar o seguinte

Corolario: Se p1, p2, p3, p4 sao primos diferentes, entao nds sempre temos
p1p2  F  p3-pa

Prova:

Suponha que nao.



E imagine que
p1-p2 = P3 - P4
Entao, p1 - po é um multiplo de ps.
S6 que p1 - p2 também é multiplo de p;.
Entao, p1 - p2 € um multiplo comum de p; e ps.

Logo, ele deve ter a forma

a-pi1-p3
O que implica
pr-p2 = a-p1-p3
O que implica
p2 = a-p3
S6 que isso nao pode ser — (porque py € primo ...)

Legal, nao €7

Generalizacao
Sim, mas a gente ainda nao terminou.

Quer dizer, a gente ja sabe que

b1 p2 75 DP3 - P4

Mas alguém poderia encontrar 5 niimeros primos tais que
Pb1-p2-ps = b3 - P4
S6 que isso nao pode ser.

Corolario: Se p1, p2, p3, P4, ps sdo primos diferentes, entao nds sempre temos que

Pb1-P2-Ps # P3 - P4
Prova:

Suponha que nao.
E imagine que

Pb1-p2-ps = b3 - P4
Ent&o, p1 - ps - p5 é um multiplo comum de p3 e ps.
Logo, ele deve ter a forma

a-p3-ps
O que implica
P1-P2-Ps = a-p3-ps

O que implica

p1 - P2 = a - p3



O que implica que p; - p2 € divisivel por ps.

S6 que isso nao pode ser — (pelo Coroldrio anterior) O

Aqui a gente entrou em repeticao.

E isso nos permite concluir que

— Produtos de primos diferentes sempre dao um resultado diferente.

3 Outra propriedade legal dos primos

Certo.

Mas a gente ainda pode tirar uma outra informacao legal do nosso esquema

___Pia__‘ ___P73__Q

P1

Quer dizer, formar grupinhos de tamanho p3 nesse esquema é a mesma coisa que dar saltos de

tamanho p3 em uma lista de tamanho p;

1 2 3 P1

1 2 3 pP1

E a gente também pode pensar em um sapo que da voltas em torno de uma pista

Dali, se a gente continua saltando e saltando dessa maneira, alguém poderia perguntar



e Quando € que, pela primeira vez,
a gente cai em uma posicao onde a gente jd passou antes ¢
Bom, agora a gente precisa raciocinar.
E para fazer isso, nada melhor do que ver as coisas de um angulo diferente.

Quer dizer, a gente pode imaginar que o processo salta sempre para frente, sobre uma sequéncia de

copias da lista

R A, AN

E dai, a gente pode perguntar: quando € que o processo cai na iltima posi¢ao (p1) pela primeira vez ?

1 P1 P1 P1
| | | * |

Mas isso a gente ja sabe responder.

Quer dizer, quando o processo cai em pq, a distancia total que ele percorreu até aquele momento

corresponde a
- uma soma de saltos de tamanho p3

- e também uma soma de listas de tamanho p;

Pt + P+ +p1+ ...

1 P1 P1 P1
[ [ [ * |

Ps + ps + ps + ...

Em outras palavras, um multiplo comum de p; e p3.

Ora, mas a gente ja sabe que o menor multiplo comum é p; - ps.

Dai que, a primeira visita a posicao p; acontece apds o processo ter percorrido a distancia pp - p3
E isso corresponde a exatamente p; saltos.

Legal.

Agora a gente pode perguntar:



o Serd que alguma posicdo foi visitada duas vezes antes disso ¢

E a resposta é: claro que nao!

Porque se o processo visitasse duas vezes a mesma posicao ele entraria em repeticao.
E dai, ele nunca iria visitar a posicao p;.

Mas isso nao pode ser.

Logo, nenhuma posicao é visitada duas vezes nos primeiros p; saltos.

Ora, mas a lista possui p; posigoes.

Dai que, nos primeiros p; saltos o processo visita todas as posicoes da lista.

E logo em seguida, saltando a partir da posicao p; ele cai na posig¢ao ps

— (que foi onde tudo comecgou ...)

Nao € legal?

E isso tem uma consequéncia ainda mais legal.

Quer dizer, imagine que vocé tem uma lista de tamanho p;.

E imagine que vocé quer saber se o elemento x esta na lista ou nao.

Entao, ao invés de percorrer o elemento x percorrendo a lista elemento a elemento, a gente pode

fazer isso saltando de p3 em p3 posicoes — (onde ps também € primo)

~

LS
+p3 ? +p3 ?

Dai, se vocé voltar ao lugar onde comecou sem ter encontrado o elemento x, é porque ele nao esta la.

4 Nao apenas os primos

Mas, essa propriedade nao é uma exclusividade dos niimeros primos.

Por exemplo, imagine que a lista tem tamanho 9 e nés damos saltos de tamanho 4

Quer dizer, a gente passou por todas as posigoes outra vez.

10



Por outro lado, quando a lista tem tamanho 9 e nés damos saltos de tamanho 6

Mas, o que estd acontecendo aqui?

Bom, o que estd acontecendo é que 4 e 9 ndo possuem nenhum divisor comum

— (0 que € sempre o caso quando a gente considera pares de primos)
Por outro lado, 6 € 9 possuem um divisor comum: o 3.
Sim, mas e dai?

Bom, dai o seguinte

Fato 1: Quando dois nimeros x e y nao possuem divisores comuns, nds temos que
MMC(z,y) = z-y

Fato 2: Quando dois nimeros = e y possuem um divisor comum, nds temos que
MMC(z,y) < z-y

Dai que, no primeiro caso, o processo s6 alcanga a iltima posicao da lista apds 9 saltos

— (e sd entra em repeticao depois de ter passado por todas as posigies)

E no segundo caso, o processo s6 alcanca a tltima posicao antes dos 9 saltos

— (e entra em repeticio antes de ter passado por todas as posi¢oes)

Bom, a gente pode raciocinar assim

Argumento 1:
Suponha que z e y nao possuem um divisor comum.

E suponha que mesmo assim, nés temos
MMC(z,y) = 2z < z-y
Bom, dai a lista completa de multiplos comuns de z e y é

z, 2.z, 3-z, 4-z,

11



Mas, x -y é um multiplo comum de x e y.
Entao, x -y aparece nessa lista.

Mas, isso significa que

zy = k-z , para algum k&

Nesse ponto, a gente lembra que z é um multiplo comum de x e y

z — T z = yﬁ

E isso implica que

Mas, isso implica que x e y possuem um fator comum.
S6 que isso nao pode ser.

Logo, nés devemos ter

MMC(z,y) = z-y
Argumento 2:
Suponha que z e y possuem um fator comum.
Entao, nés podemos escrever E isso implica que
y = k-« x = k-p

Agora, é bem fécil ver que k- « - 8 é um multiplo comum de z e y.
Mas, k-a-08 < z-y.
Logo,

MMC(z,y) < z-y

5 Raciocinando com primos

Abrindo um livro de Matematica Discreta, a gente encontra a seguinte observagao

— Se p € um numero primo e p divide a - b,

entao p divide a ou p divide b — (ou p divide ambos)
Porque?
Bom, suponha que p nao divide a.

Entao, p e a ndo possuem divisores comuns — (porque?)

12



Dai que, o menor multiplo comum de p e a é o produto p - a.

Além disso, a lista completa de multiplos comuns de p e a é
ba, 2- ba, 3- ba, 4- pa,

Mas, a-b é um multiplo comum de p e a — (porque p divide a - b)
Entao, a - b aparece na lista acima.

Mas, isso significa que

a-b = k-p-a , para algum k.

E isso significa que

Logo, p divide b.
A seguir, nés vamos ver mais exemplos de raciocinios desse tipo.

Exemplos

a. Mais um fato sobre primos

Um pouco mais abaixo, no mesmo livro de Matemaética Discreta, a gente encontra a seguinte

observacao

— Se p,q sdo numeros primos, e tanto p como q dividem o ndmero a,

entdo o produto p-q também divide a

Porque?
Bom, a gente ja sabe que o menor multiplo comum de p e ¢ é o produto p - q.

Além disso, a lista completa de multiplos comuns de p e ¢q é

rq, 2-pq, 3-pq, 4-pq,

Mas, a é um multiplo comum de p e ¢ — (porque p divide a, e q divide a)
Ent&o, o nimero a aparece na lista acima.

Mas, isso significa que

a = k-pq , para algum k.

Logo, p - q divide a.

b. Divisibilidade
Considere a seguinte pergunta

e Serd que o mimero n3 + 5n € divisivel por 6 ?

Bom, pelo resultado do exemplo anterior, basta verificar se 2 e 3 dividem o niimero n? + 5n.

13



A primeira observagao é que

3

- se n é par, entdo n° é par e Hn também é par

w

- se n é impar, entdo n° é impar e 5n também é impar

Dai, como os dois termos sempre tem a mesma paridade, a sua soma é sempre um nimero par.
Certo.

Agora, a gente reescreve o nimero assim

n + 5n = n-(n®+5)

Dai, a gente observa que se n é multiplo de 3, entao isso é um miiltiplo de 3.
Mas, n pode ter a forma 3k + 1.
Nesse caso, a gente observa que
o (3k+1)2 = 9k2+6k+1
o Bk—1)2 = 9K —-6k+1
Quer dizer, em ambos os casos, o resto da divisao por 3 é igual a 1.
Mas, isso significa que n? + 5 deixa resto 6 — (o que € 0 mesmo que o resto 0)

Logo, o nimero ¢ divisivel por 3 nesses dois casos também.

. Mais divisibilidade
Considere a seguinte pergunta

5

e Serd que o numero n° —n € divisivel por 30 ?

Bom, aqui basta verificar que o nimero é divisivel por 2, 3 e 5.

Para isso, a gente comeca reescrevendo

Aqui, a gente ja pode observar que

- existem dois fatores que s&o nimeros consecutivos,
logo, um deles é par, e portanto o nimero é divisivel por 2
- existem trés fatores que sdo numeros consecutivos,

logo, um deles é miltiplo de 3, e portanto o nimero é divisivel por 3

Agora, a gente vai examinar a divisibilidade por 5.

A primeira observagao facil é que

14



- se n tem a forma 5k, ou a forma b5k +1
entdo o nimero é divisivel por 5 — (porque?)
Mas, n pode ter a forma 5k + 2.
Nesse caso, a gente observa que
o (Bk+2)2 = 25k%2410k+4
o (5k—2)2 = 25k%2—-10k+4
Quer dizer, em ambos os casos, o resto da divisao por 5 é igual a 4.

Mas, isso significa que n? + 1 deixa resto 5 — (0 que é o mesmo que o resto 0)

Logo, o nimero ¢ divisivel por 5 nesses dois casos também.

. Entendendo a regra do 7

Lembre da seguinte regra do 7 que nés vimos na aula 04

— Multiplique o dltimo digito do nimero por 2
e subtraia o resultado do nimero formado pelos outros digitos.
Se aquilo que der for divisivel por 7

entdo o seu numero é divisivel por 7

Porque?

Bom, considere um numero qualquer e faca a decomposicao

N = d,...dyds|do
~——
K
Entao,
N = 10-K 4+ do

Agora, multiplique os dois lados por 2
2N = 20-K + 2-do

A ideia é que se 2N é divisivel por 7, entdo N também é — (porque?)
Certo.
O proximo passo é uma pequena esperteza.

Quer dizer, a gente reescreve o nimero assim
2N = 21-K + 2-dp — K
Agora, é facil ver que o lado direito é divisivel por 7 se isso aqui também for

2-dg — K

15



E isso é divisivel por 7 se isso aqui também for

K — 2.4

Mas, € exatamente isso o que a regra do 7 estd dizendo ...
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