Matematica Discreta

aula 10: Numeros racionais e irracionais
1 Introducgao

Hoje nés vamos comecgar com a seguinte pergunta

e O queé€ 0,333... ¢
Bom, muita gente gosta de responder assim: Isso € uma dizima periddica.
Mas dai, a gente nota que ‘dizima’ é a mesma coisa que ‘decimal’ — (ou quase ...)
E também nota que ‘periddico’ é a mesma coisa que ‘repetitivo’ — (ou quase ...)
Assim, a gente descobre que o 0,333... € um nimero decimal repetitivo.

E dai, porque ele é repetitivo, a gente pode desmonta-lo assim
0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 -+

e depois reescreve-lo assim

3, 038 .3 3
10 100 1000 10000

Sim, o nosso numero é uma soma de PG!
E isso é uma coisa que a gente ja sabe calcular.

Quer dizer, chamando a soma de S

a gente pode reescrever a coisa assim
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e depois assim

E dai, é bem fécil chegar a



2 Numeros racionais

Vejamos outro exemplo

e O que ¢ 0,818181... 7

Bom, isso é um decimal repetitivo, que a gente pode desmontar assim

8 n 1 " 8 n 1
10 100 1.000 10.000

Dessa vez, nés nao temos uma soma de PG.

Mas, reorganizando a coisa assim, a gente vé duas somas de PG

8 8
+ 1.000 + 100.000 +

gloe

1 1 1
+ 100 + 10.000 + 1.000.000

Dai, uma pequena esperteza é reescrever a coisa assim

glee

1 1 1
+ 100 + 10.000 + 1.000.000

e depois assim
8 8 1 1
0 T (1 + To) ' [W T oo T

e depois assim

Certo.

Agora, a gente resolve a soma de PG dentro dos parénteses

_ 1 1 1 1
S - 100 + 1002 + 1003 + 1004
_ 1 1 1 1
- 100 + 100 100 + 1002 +
_ 1 1
- 100 + 100 S
Donde,
S 1
99

Dai que, a nossa soma é isso aqui
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Vocé jd viu o que estd acontecendo?

Vejamos um tltimo exemplo

e Oqueé 0,285714285714... ¢
—_—

Bom, isso é mais um decimal repetitivo, que a gente pode desmontar assim

285714 n 285714 n 285714
1.000.000 1.000.0002 1.000.0003

Sim, uma soma de PG outra vez!

E a gente pode calcular essa soma assim

— 1 1 1
- 285714 - [ 1.000.000 + 1.000.0002 + 1.000.0003 + o ]

1.000.000 — 1

— 285714 - [é}

285714
- 999999

Dai, uma coisa engracada é que

285714 2
999999 7

Legal.

Mas, o ponto importante nao é esse.

O ponto importante é que todo decimal repetitivo pode ser desmontado como uma soma de PG
E que essa soma de PG sempre tem como resultado uma fracao (ou razao) de inteiros.

Dai que, os decimais repetitivos também sao chamados de numeros racionais.

3 A raiz quadrada de 2

Agora, considere a seguinte pergunta
e Oqueéav2?
Mas, isso nao é uma pergunta facil.

Entao é melhor deixar ela pra 14, e comecar com essa outra pergunta aqui
e Como € que a gente encontra a V2 ?

A resposta é ficil: a gente encontra a /2 olhando para a diagonal do quadrado de lado 1



Mas, como é que a gente sabe que a diagonal é /27

Bom, isso é bem facil de ver.

Quer dizer, comece dividindo o quadrado no meio, ao longo da diagonal

Bom, a figura que a gente construiu é um quadrado.

— (porque?)

E a sua area é igual a 2.

— (porque?)

Mas, a area do quadrado é igual ao quadrado do comprimento do
Dai que, esse quadrado tem o lado igual a v/2.
Mas, o lado desse quadrado é a diagonal do quadrado de lado 1.

Logo, o quadrado de lado 1 tem diagonal v/2.

Certo.

Entdo é assim que a gente encontra a v/2 — (ou de algum outro jeito parecido ..

E agora a gente pode perguntar outra vez
o O queéav2?
Mas aqui vem uma ma noticia

— A /2 ndo é um nimero ...

seu lado.

)



Como assim?

Bom, as coisas que nés chamamos de niimero sao

- o0s numeros inteiros: ... —2, =1, 0, 1, 2, ...

- 0s ndmeros racionais:

ol w

Mas, a v/2 ndo é nem uma coisa nem outra.
Vejamos.
E bem facil ver que a v/2 nao é um nimero inteiro.

Quer dizer, a gente comeca comparando a v/2 com o 1

Dai, a gente eleva os dois lados ao quadrado

o que da
>

2 -

S6 que isso a gente sabe que é
2 > 1

Logo,

V2 o> 1
Legal.

Agora, a gente compara a v/2 com o 2

Dai, a gente eleva os dois lados ao quadrado

o que da

SO que isso a gente sabe que é

Logo,

V2 o< 2



Quer dizer, a gente descobriu que

1 < V2 < 2

Mas, nao existe nenhum ntimero inteiro entre 1 e 2.

Daf que, a v/2 ndo é um ndmero inteiro.

Certo.

Também nao é dificil ver que a /2 ndo é um nimero racional.

O argumento mais conhecido é esse aqui

Imagine que V2 = %

Dai, a gente pode fazer a seguinte manipulacgdo
a 2
N - = 2 = — = a2 = 2-b
E isso implica que a é par — (porque?)
Dai, como a é par, a gente pode escrever
a = 2c
Apés a substituigdo, a gente faz a seguinte manipulagéo
(2¢) = 22 = 4 = 2.2 = 2% = b
E isso implica que b é par — (porque?)
Dai, como b é par, a gente pode escrever
b = 2
Apés a substituigdo, a gente faz a seguinte manipulagéo
2¢2 = (20)° = 22 = 4.2 = & = 2d

E isso implica que c é par.
0 que também implica que a é divisivel por 4 — (porque?)
Dai, como c é par, a gente pode escrever

c = 2e

Apés a substituic8o, a gente faz a seguinte manipulacgéo
(2¢) = 2.2 = 4?2 = 2.8 = 2% = &

E isso implica que d é par.

0 que também implica que b é divisivel por 4 — (porque?)



- e por ai vai

Quer dizer, a coisa entrou em repetigao.

Dai que, a e b sao numeros que podem ser divididos por qualquer poténcia de 2.

Sé6 que isso nao pode ser.

~ . . . . a
Logo, nao existem a, b inteiros tais que V2 = .

Logo, v/2 nao é um ndmero racional.

Outro argumento
Mas, essa nao € a Uinica maneira de

Quer dizer, imagine outra vez que

fazer as coisas.

E manipule a coisa para chegar aqui

Bom, isso estd dizendo que

—  FExistem dois quadrados com lados inteiros a e b,

onde a drea do primeiro € o dobro da drea do segundo

Agora, imagine que nds colocamos

maior

os dois quadrados menores (sobrepostos) dentro do quadrado

a-b

a-b b

Como a édrea dos dois quadrados é igual a drea do quadrado maior, a sua intersecao (i.e., o quadrado

escuro) deve ser igual & parte que nao esta coberta (os dois quadradinhos brancos).

a-2(a-b) a-b a-b



Nao apenas isso, mas a — 2(a — b) e a — b s@o numeros inteiros.
Quer dizer,
— Nds temos dois quadrados, com lados inteiros (menores que os anteriores),

onde a drea do primeiro € o dobro da drea do sequndo

E agora a gente pode continuar fazendo a mesma coisa para sempre.
S6 que a gente nao pode continuar fazendo a mesma coisa para sempre — (porque?)

Logo, v/2 é um nimero irracional.

4 Numeros irracionais (ou nao repetitivos)

Em resumo, a gente ja descobriu que

- a /2 é uma coisa que multiplicada por ela mesma dé 2
- mas essa coisa nao é um numero — (ou, pelo menos, nao € um dos nimeros que a gente conhece)
Certo.
Dai, a gente pode perguntar
e Mas, o que é a /2 entio?
E melhor deixar essa pergunta pra la outra vez.

Dai, a gente pode concentrar a atencao nessa observagao aqui

— a2 € uma coisa que a gente pode comparar com o0s nimeros

que a gente conhece
Quer dizer, a gente ja viu isso.

Quando a gente viu que a /2 ndo é um nimero inteiro, o argumento foi basicamente o seguinte

- como 12 < 2 = (\@)2, nés temos que 1 < /2
- como 22 > 2 = (1/2)%, nés temos que 2 > /2
Sim, a coisa é meio indireta.
Mas funciona
E dai, n6és podemos usar essa ideia para procurar a v/2.

Quer dizer, nés ja sabemos que ela deve estar em algum lugar entre 1 e 2




Mas, onde ela estd?

Bom, nés podemos examinar o ponto médio do intervalo

2
- como (%) = % > 2 = (\/5)2, nds temos que % > V2

Dai, nés examinamos o ponto médio do intervalo que sobrou

-~
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Aplicamos o raciocinio outra vez

5 2
- Ccomo (1> =

E daf, a gente descobre que a v/2 deve estar em algum lugar entre % e

Sls

< 2 = (v2)?, nés temos que 2 < /2

,_\
slo 4
w
~
N
N

Os proximos passos sao
2
- como (%) = 2l < 2 = (v/2)%, nés temos que ¥ < 2
2
- como (%) = % > 2 = (\/5)2, nds temos que % > V2

2
- como (é—g) = %8% < 2 = (\/5)2, nds temos que g—g < V2

Nesse ponto, nds ja sabemos que

32 16

NI



0 que é a mesma coisa que

1,40625 < V2 < 1,4375

Mas, isso significa que se a v/2 fosse um ntmero, entdo ela comecaria assim
1,4...

Porque todo niimero nesse intervalo comeca desse jeito.

Legal.

E agora que a gente entendeu como a coisa funciona, a gente pode continuar repetindo o raciocinio.
Ou melhor, a gente pode escrever um programa de computador para fazer isso.

E quando a gente escreve esse programa e executa ele, o que a gente vé é o seguinte

Ps |— 1,414213..

Quer dizer, a medida que o programa executa, ele vai espremendo a /2 em um intervalo cada vez

mais estreito — (onde todo mundo comeg¢a do mesmo jeito ...)
E dessa maneira, nés vamos descobrindo os digitos da v/2.
Legal, nao é7
Agora, o mais legal é que finalmente a gente pode responder a pergunta
e Oqueéav2?
E a resposta é a seguinte
— A V2 ¢ o resultado de um programa que roda para sempre

Mas, quem garante que o programa vai rodar para sempre?
Bom, tem que rodar.

Porque toda vez que a gente examina o ponto médio de um intervalo, esse ponto médio é sempre um

numero racional — (porque?)

Dai que, a gente nunca encontra a /2.

E dai, a gente vai continuar procurando pra sempre.
Certo.

Mas, ainda tem uma outra coisa legal.

Quer dizer, a sequéncia de digitos produzida pelo programa
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Psr |— 1,414213..

nunca entra em repeticao.

Porque?

Bom, porque se entrasse em repeticdo, entdo a v/2 seria um ntmero racional.
Mas, a v/2 ndo é um ntmero racional.

Logo, nao entra em repeticao.

5 Mais nimeros irracionais

Agora, a gente pode fazer a mesma coisa com o 3

3 —| P, [— 1,732050..

Mas, quem disse que essa sequéncia nunca acaba ?
FE quem disse que ela ndo entra em repeticao ?
Bom, aqui a gente pode raciocinar do mesmo jeito outra vez.

Quer dizer, suponha que v/3 é um ndmero racional

vio= g

Dai, a gente raciocina assim

= 3 = &

= a®> = 3-b

=> @ & miltiplo de 3 — (porque?)
=> a = 3J-c

= (3¢)? = 3.V

= ¥ = 3.

=> b é miltiplo de 3 — (porque?)
= b = 3-d

= (3d)? = 3.¢

= & = 3.4

=> ¢ & miltiplo de 3 — (porque?)
=> @ & miltiplo de 9 — (porque?)
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Quer dizer, a coisa entra em repeticao.
Logo, a e b podem ser divididos por qualquer poténcia de 3.
S6 que isso nao pode ser.
Logo, v/3 é um numero irracional.
Legal.
E claro que a gente pode fazer a mesma coisa com qualquer niimero primo p.
E a gente também pode dizer o seguinte
— Se x nao é um quadrado perfeito, entdio \/x € um nimero irracional
— (porque?)
Vejamos mais exemplos

Exemplos

a. Soma de irracionais
e Oqueé2++37?
Bom, aqui a gente pode pensar que isso é uma soma de nimeros irracionais.
Logo, o resultado também deve ser irracional.

Mas, nem sempre isso é verdade ...

Quer dizer, considere o niimero
0,121122111222 ...

Isso claramente é um nimero irracional — (porque ndo € repetitivo ... — ou serd que é?)

Dai, somando a ele esse outro niimero irracional
0,212211222111 ...

a gente obtém
0,333333333333...

que é um nimero racional.

Mas, voltando ao V2 + \/3, a gente pode argumentar assim
- Se \/ﬁ—l-\/g fosse racional, entédo (ﬁ+\/§)2 também seria racional — (porque?)
- Mas, (V2+V3)2 = 5+ 2V2V3

- E aqui a gente observa que V2V3 é a coisa que multiplicada por ela mesma da 6.

12



Logo, a gente pode escrever (v2++3)2 = 5 + 26
- Mas, isso n&o pode ser raciomnal.

Porque se fosse, entdo V6 também seria racional — (porque?)

S6 que isso ndo é verdade — (porque 6 ndo é uwm quadrado perfeito)

Logo, (v2++/3)? ndo é racional.

E dai \/§+\/§ também ndo é racional.

b. Soma de racional e irracional
o Oqueé 2457

Bom, imagine que

para algum ndmero racional r.

Entao, passando o 2 para o outro lado
Vi o= o — 2

nos teriamos que /5 é um nimero racional.
S6 que isso nao é verdade.

Logo, 2 + /5 é irracional.

— (E um raciocinio parecido mostra que ao subtrair, multiplicar ou dividir um racional

e um irracional, nos sempre obtemos um irracional)

c. Um pequeno truque sujo’
e O queé V3 + V3¢

Bom, imagine que

V3 + V3 = R

para algum ntumero racional R.

Dai, elevando os dois lados ao cubo, nés obtemos o seguinte
(vV3)* + 3-(v3)>-¥3 + 3.v3-(¥3)° + (¥B3)° = R
0 que a gente reescreve assim

3-v3 + 3293 + 3.v3-(¥3)° + 3 = R

Y Marcus Lucas, 2025.1
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Dali, o pequeno truque sujo é observar que
V3 = R — V3
Substituindo essa expressao na equagao acima, nds obtemos
3-v3 + 3° (R — V3) + 3-v3-(R — v3)° + 3 = R

E agora, é s6 fazer conta.

O primeiro passo é reescrever a coisa assim
3-vV3 + 32.vV3 + 3-V3- (R - 2R-V3 +3) = R® - 3R - 3
e depois assim
3-v/3 + 3%.v3 + 3R*V3 - 6R-3 + 3 V3 + = R - 3R -3
e depois assim
V3. (8 + 8R! + 8%) = R - 3.R -3 + 6R-3

e depois assim

R — 32.R — 3 6R-3
Vi = hi
32 + 3R? + 32

0 que é uma contradicao.

. A raiz quadrada da raiz quadrada de 2

Mas, existem outras possibilidades.

Por exemplo, nés podemos fazer o seguinte

E agora?
Bom, a primeira coisa é que v/ v/2 é a coisa que multiplicada por ela mesma da v/2.
Mas, v/2 é a coisa que multiplicada por ela mesma d& 2.

Logo, v/ V2 é a coisa que multiplicada por ela mesma 4 vezes d& 2

WE VB VR VR = o

Dai que, a gente pode escrever assim
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E agora a gente pode perguntar
e O queé V2 ¢

Bom, suponha que isso é um niimero racional
4
V2 o= r

Entao, elevando os dois lados ao quadrado, nés concluimos que

Mas, isso nao pode ser.

4 3 ’ . .
Logo, v/2 é um ntmero irracional.
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