Teoria dos Autéomatos e Linguagens Formais

aula 07: Expressoes regulares
1 Introducgao

— Tudo o que os automatos fazem € reconhecer padroes repetitivos

Sera?

Bom para saber se isso é verdade ou nao, nés precisamos de uma definicdo precisa do que é um

padrao repetitivo.

E para obter essa defini¢ao precisa, nés chamamos atencao para um padrao repetitivo que aparece

nas nossas descricoes de padroes repetitivos.

Quer dizer, quando a gente vai descrever um padrao repetitivo, a gente sempre acaba escrevendo

algo como

— Um bloco da forma tal ou tal
seguido por uma concatenac¢ao de blocos da forma tal ou tal

seguido (opcionalmente) por isso ou aquilo

.

E sempre assim.

Dai que, a gente pode dizer que um padrao repetitivo é qualquer coisa que a gente pode descrever

dessa maneira.

E para que essa definicao ganhe precisao matematica, basta dizer de maneira matematicamente

precisa que maneira é essa.

E isso o que nés vamos ver hoje.
2 Expressoes regulares

De fato, a coisa é realmente simples

e A operagao de concatenagdo sera denotada pelo simbolo x*

Quer dizer, quando a gente escreve algo como
(abb)*
a gente quer dizer: “uma concatenacdo de blocos abb”

e O termo ou serd denotada pelo simbolo U

Quer dizer, quando a gente escreve algo como
b U ab

a gente quer dizer: “um b ou um bloco ab”.



e E a ideia de seguido por (ou precedido por) serd representada escrevendo simplesmente

uma coisa depois da outra.

Quer dizer, quando a gente escreve algo como
(abb)* (b U ab)
a gente quer dizer: “uma concatenacdo de blocos abb seguida por um a ou ab”.

Pronto.

’

E s6 isso.
As expressoes produzidas com essa notagao sao conhecidas como expressoes requlares.

E agora nés vamos ver que é possivel descrever uma grande colecdao de propriedades utilizando essas

expressoes.

Exemplos

a. Uma palavra qualquer formada por a's e b's
(aub)”
Faz sentido, nao €7
Quer dizer, qualquer palavra pode ser vista como uma concatenacao dos “blocos” a ou b.
b. Blocos de a's de tamanho impar
(aa)*a ou a(aa)*

Porque um bloco de a’s de tamanho impar é basicamente um bloco de a’s de tamanho par seguido

ou precedido por um a.

o
c. Palavras que n3o possuem o simbolo b
*
(a) = (eUaUaaU...)
Isto é, qualquer concatenagao do “bloco” a (inclusive a concatenagao vazia).
o

d. Palavras que possuem exatamente um b

* *
(2) o(a)
Nesse caso os parénteses nao sao realmente necessarios, e nds podemos escrever a coisa assim

a*ba*



Palavras que possuem no maximo uma ocorréncia do simbolo b
a* U a"ba*

Quer dizer, ou a palavra nao tem b’s, ou entdo ela tem exatamente um b.

Palavras que possuem ao menos uma ocorréncia do simbolo b
(aUDb)b(aUb)

Quer dizer, um b precedido e sucedido por qualquer coisa.

Palavras que possuem exatamente dois b's

Concatenando duas palavras com exatamente um b, nds obtemos
a*ba*a*ba”
Mas, essa expressao pode ser simplificada para
a*ba*ba*

porque a*a* é a mesma coisa que a* — (Vocé conseque ver?)

Palavras que possuem no maximo dois b’s
Aqui, de novo, nés podemos concatenar duas palavras que possuem no maximo um b
(a* U a*ba*)* (a* U a*ba*)*
Mas, isso aqui também funciona
a* (b U e)a* (b U e)a*

(Vocé consegue ver?)

Palavras que ndo possuem dois simbolos consecutivos iguais.

Como essas palavras sao basicamente sequéncias de a’s e b’s alternados, nés poderiamos escrever
* *
(ab)” U (ba)

Mas, note que essa expressao descreve palavras que comegam e terminam com simbolos diferentes.

Esse problema pode ser corrigido da seguinte maneira:

*

b(ab)* U (ab)* U a(ba)* @) (ba)



Finalmente, é possivel simplificar a expressao para

(bue)(ab)” U (aUe)(ba)”

j. Palavras que ndo possuem dois a's consecutivos

b* (abb*)* (aUe)

Quer dizer, sempre que aparece um a logo em seguida vem ao menos um b, a menos que ele seja

o ultimo simbolo da palavra.

<

[. Palavras onde todo bloco de a's de tamanho par é seguido por bb, e todo bloco de a's de tamanho

impar é seguido por b.
Primeira ideia:
*
((aa)*bb U a(aa)*b)
Defeito: essa expressao inclui a palavra abbb, pois o primeiro bloco (aa)* pode ser vazio.

Segunda ideia:
*

(aa(aa)*bb U a(aa)*b)
Defeito: agora a expressao s6 inclui palavras que comecam com o simbolo a.

Terceira ideia:
*

b* (aa(aa)*bb U a(aa)*b>

3 Automatos e expressoes regulares

Certo.

Agora que nés temos uma notacao adequada, nés podemos utilizé-la para descrever a propriedade

reconhecida por um autémato.

Por exemplo, considere o diagrama abaixo
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e (Que expressao reqular descreve as palavras reconhecidas por esse automato ?

Como usual, o primeiro passo € analisar os caminhos que levam o autémato do estado inicial qg até o

estado final q1.



O caminho mais simples desse tipo é:

qo

qt

Esse caminho pode ficar mais complicado quando ocorrem lagos em torno de qg e g1
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A seguir, nés podemos representar os lagos em torno de q; assim

b
.

a
qdo — Q1
- ¢ 5
b
aa*b
e depois assim
a
o —— Q1
- ¢ 5
b
b U aa*b

Agora é bem fécil chegar na expressao regular

b*a (b U aa*b)*

A seguir nés vamos ver outros exemplos.



Exemplos

a. Dois estados finais

Considere o automato abaixo

o  (Que expressdo regular descreve as palavras reconhecidas por esse autéomato?

Dessa vez nés precisamos analisar os caminhos que comecam no estado inicial qg e terminam nos

estados finais q;1 e q2.
Nos vamos comegar com o estado final q;.

O caminho mais simples que comeca em qg e termina em q; é

q 2

qt1

Esse caminho pode ficar mais complicado quando ocorrem voltas em torno de q

qo

E aqui ja é facil escrever a expressao regular que corresponde a esse esquema
*
b(b U ab)

A seguir, nés consideramos o estado final q.

E a observacao chave é que qualquer caminho de qg até g pode ser decomposto como

- um caminho que vai de qg até q;

- seguido pela transicao q; — qo

a
qo/\_/,(h—)(h

Dai que a expressao regular que corresponde a esses caminhos é

b(b U ab)" a



Portanto, o automato aceita as palavras descritas pela expressao regular
b(bUab)’a U b(bUab)a

que pode ser simplificada assim
b(b U ab)*(e U a)

. Raciocinando ao contrario

Agora considere a expressao regular
a(ab)*d U bb(ab)*b

e a seguinte tarefa
e (Construa um automato que aceita as palavras descritas por essa expressao

Bom, uma ideia é construir caminhos separados para cada parte da expressao regular.

O caminho abaixo corresponde a primeira parte
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E o caminho abaixo corresponde a segunda parte
b b b
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Juntando os dois caminhos em um tnico esquema, nés obtemos
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Mas, antes de finalizar a tarefa com a inclusao do estado de rejeigao, note que a parte direita dos

dois caminhos é idéntica:

Isso significa que esse bloco pode ser reaproveitado, reorganizando o diagrama da seguinte maneira:
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c. Trabalhando em etapas

Agora considere a tarefa de construir um automato que reconhece

— palavras que n3o possuem a's isolados
A ideia aqui é trabalhar em etapas

1. Primeiro nds capturamos o padrao repetitivo associado a essa propriedade

por meio de uma expressao regular

2. E depois nés construimos o automato com base na expressao regular

Na primeira etapa, a observacao chave é que, se nao existem a’s isolados entao todo bloco de a’s

tem tamanho no minimo 2.

E, como nao existem restricoes sobre os b’s, isso corresponde a expressao regular

(b U aaa*)*

Certo.



Essa expressao regular corresponde a dois lagos em torno de um estado
b
)

*

aaa

S6 que, para expandir o segundo laco em um caminho, nés vamos precisar fazer uma pequena

esperteza.
Quer dizer, a ideia é construir o caminho assim

b

2

E dai, quando o bloco de a’s chega ao fim, com o aparecimento de um b, nds voltamos ao estado

inicial

- -
b [b a

d. Trabalhando em etapas ao contrario

Agora considere a tarefa de construir uma expressao regular que descreve as palavras

— palavras que possuem um nimero par de b's
A ideia outra vez é trabalhar em etapas

1. Primeiro nds construimos um automato que reconhece essa propriedade

2. E depois nds construimos a expressao regular com base nesse automato



Para a primeira etapa, nés lembramos do autémato que foi construido na aula 01

qo . qi
- @ Y
) b -
a a

Dai, para obter a expressao regular, nés analisamos os caminhos que comegam e terminam em qg.

Os caminhos mais simples desse tipo sao dois lagos

a

T,

o |p

Sendo que o segundo lago pode ficar mais complicado quando ocorrem voltas em torno de q;

a
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o o
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a

Dali, a gente reorganiza o esquema assim

a
°
ba*b
e depois assim

-

a U ba*b

E aqui é bem fécil ver que a expressao regular é

(aUbad)”
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