Teoria dos Automatos e Linguagens Formais
aula 19: Recursao no autémato de pilha
1 Introducgao

Na aula passada, nés descobrimos que as linguagens reconhecidas por automatos de pilha possuem

uma coisa as linguagens regulares nao tem: os padrdes recursivos.

Ora, mas se a diferenga é apenas essa, entao nés podemos adicionar a capacidade de fazer recursao

aos autématos finitos.
E dai, eles poder fazer tudo o que um autéomato de pilha é capaz de fazer.

Vamos ver como a coisa funciona.

2 Automatos recursivos

Lembre que o procedimento de composicao recursiva consiste em introduzir um bloco no interior de

um outro bloco.

Por exemplo,
a....b

ab

Logo, para reconhecer esse tipo de coisa, nds precisamos ter a capacidade de

- iniciar a leitura de um bloco no meio da leitura de outro bloco

- e depois voltar para terminar a leitura do bloco que foi interrompida
De maneira mais geral, isso corresponde a capacidade de

- iniciar uma computac¢dao no meio de uma outra computagao

- e depois voltar para terminar a computacao que foi interrompida

E isso corresponde a uma chamada de funcdo.

Quer dizer, quando o nosso programa faz uma chamada de fungao
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o fluxo de execucao que vinha sendo realizado é interrompido por um momento, dai o cédigo da

funcao é executado e, quando ele termina, o fluxo de execucao interrompido é retomado outra vez.
Mas, como € que isso funciona no mundo dos autématos?

Bom, nés ja vimos uma ideia semelhante na aula 02, quando nds construimos automatos que tinham

outros automatos como componentes.



Quer dizer, a ideia é que ndés podemos ter dois autéomatos My e M,

M1 M2

e que, em um certo ponto da computacao de M1, ao invés do automato ler um simbolo da palavra de

entrada, ele dé inicio a uma computacao de M
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Dai, quando a computacao de M, acaba, o controle volta para o automato M;
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A maneira natural de operacionalizar essa ideia consiste em definir um novo tipo de transicao que

corresponde a ideia de chamada de fungao
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A ideia é que, no momento em que o controle volta retorna para o autéomato Mip, a computacédo

continua a partir do estado g
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A primeira vista, isso nao parece adicionar poder computacional aos automatos, pois nds sempre

podemos reorganizar a coisa da seguinte maneira

M1

Quer dizer, nesse esquema, M> nao é realmente um automato separado, mas apenas uma parte do

automato My que nés podemos querer desenhar em separado.

— (Era exatamente isso o que estava acontecendo na aula 02)



Mas, a coisa fica realmente interessante quando a gente se dd conta de que, em principio, o autémato

Mj também pode fazer uma chamada ao automato M;

M1 M2
q| M2 q] qk M1\q|
*e ——> o o —> o
]
/

E dai, quando a gente embute o automato My dentro do autémato M; outra vez

M1

0 que a gente vé é o automato M; fazendo uma chamada (recursiva) a si mesmo.
Essa é a chave para o reconhecimento de padroes recursivos.

E ¢é isso que d4 um ganho de poder computacional aos autéomatos.

Vejamos um exemplo concreto.

Considere a linguagem a™b".

O esquema abaixo ilustra o padrao recursivo dessa linguagen

ab
Quer dizer, logo apos a leitura do simbolo a do bloco ab, nés podemos iniciar a leitura de um novo
bloco.

Como base nessa observagao, nao ¢ dificil chegar ao seguinte automato recursivo que reconhece a

linguagem a™b"
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Esse é um automato recursivo nao-deterministico que, no inicio da sua computacao, advinha se ele

deve

- apenas passar para o estado final

- ler o bloco ab

- ler o simbolo a, realizar uma chamada recursiva, e ler o simbolo b apds o retorno da chamada

Nao ¢ dificil ver que esse automato pode ser ligeiramente simplificado para

— (Vocé consegue ver que esse autémato também reconhece a linguagem a”b™ ?)

A seguir nés vamos ver mais exemplos de automatos recursivos.

Exemplos
a. A linguagem a®b?"

Esse exemplo é muito parecido com o anterior

M

b. A linguagem a™b™, onden <m < 2n

Aqui nés precisamos do nao-determinismo para advinhar quantos b’s devem ser lidos
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E nés também podemos decompor essa computacao em 3 moédulos
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c. PARBAL
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A novidade desse exemplo é o laco que permite reconhecer padroes repetitivos

Quer dizer, no caso da palavra vazia a computacao termina sem sair do estado inicial qg.

No caso de um bloco construido recursivamente

o autémato lé o primeiro simbolo (, realiza a chamada recursiva, e 1é o tltimo simbolo ) apés o
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retorno da chamada.

E no caso de um padrao repetitivo

ao final da leitura de cada bloco o automato volta de q3 para qg para iniciar a leitura de um novo

bloco.

d. BAL

Seguindo as ideias dos exemplos anteriores, nao é dificil chegar no seguinte autémato que reconhece

a linguagem BAL
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Mas, nés também podemos fazer as coisas assim
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Vocé consegue ver que esse autémato reconhece a linguagem BAL?
Vocé viu como a leitura de padrdes repetitivos foi implementada nesse autéomato?

Vocé percebeu que esse automato é deterministico?

. EXPR

Os 3 casos da linguagem EXPR — cp sao

e a expressao € apenas um nimero: < num >
e a expressao € a soma de duas subexpressoes: ( < expr > + < expr > )

e a expressao é a multiplicacao de duas subexpressoes: ( < expr > x < expr > )

A ideia é que ndés podemos utilizar um médulo para cada um desses casos, e chegar a seguinte

implementacao
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3 Recursao no automato de pilha

A solucao que nés acabamos de ver é legal, mas ela é um pouco enganadora.
Quer dizer, ela até resolve o problema.
Mas ela nao mostra todos os detalhes da solugao.

Quer dizer, quando o médulo M; faz uma chamada para o médulo My
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como é que o controle da computacao é passado de um moédulo para o outro?

E mais importante, se dois médulos M1 e My fazem chamadas para um terceiro médulo Ms
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quando a computacao de M3 termina, como é que nds sabemos para onde nés devemos voltar?

Na pratica, quando fazemos chamadas de fungdo em nossos programas, é o sistema operacional quem

cuida desses problemas.

Mas, quando nds estudamos a teoria da computacao, todos os detalhes devem estar a mostra para

que a gente entenda como a computagao realmente acontece.
A boa noticia é que tudo o que é preciso para gerenciar chamadas de fungao e retornos é uma pilha.

Quer dizer, agora nds vamos ver que tudo o que os autématos recursivos sao capazes de fazer (com a
ajuda do sistema operacional) também pode ser feito por um autoémato de pilha (sem a ajuda de

ninguém).
E a ideia é bem simples: nds vamos colocar o sistema operacional dentro do autémato de pilha.

Mais especificamente, o papel do sistema operacional vai ser realizado por um estado Qso



A ideia é que, momento em que um estado q; quer fazer uma chamada para o médulo M
M
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noés colocamos o nome do estado inicial do médulo M na pilha, e fazemos a transi¢gdo para o “sistema
operacional”
ele,Qu]
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Dal, o sistema operacional remove esse nome do topo da pilha, e realiza a transicao para o estado
inicial do médulo M
e[Qu,e]
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Certo.
Mas, ainda é preciso voltar para o estado gj apds o termino da computacao do médulo M.

Bom, a ideia é que apds o termino da computacao de M o controle volta para o sistema operacional

M
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E o sistema operacional sabe para onde voltar em seguida, porque no momento da chamada nés

também colocamos essa informacao na pilha

e[e7QMq‘]
—J) QSO

Quer dizer, apos o termino da computacao de M, o controle volta para o sistema operacional que

realiza a seguinte transicao
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Pronto, é s6 isso!

Vejamos como a coisa funciona em um exemplo concreto.

Abaixo nés temos o automato recursivo que reconhece a linguagem a"b™

As duas modificagoes que nds fazemos nesse médulo sdo as seguintes

e a chamada recursiva é substituida por uma transi¢do para o estado Qso
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e 0 estado final do médulo agora também realiza uma transicdao para o estado Qso
® - Qso

O estado Qsp implementa a chamada recursiva e o retorno para o local da chamada da seguinte
maneira
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Até aqui tudo bem.
Mas, como é que a computac¢do comega e termina?

Bom, a ideia é ter um mddulo principal Mp, onde se encontram o estado inicial e o estado final do

automato de pilha, e que realiza a primeira chamada ao médulo M

A figura abaixo apresenta a implementacao completa do autéomato de pilha
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