Teoria dos Autéomatos e Linguagens Formais

aula 24: Autématos de pilha e gramaticas
1 Introducgao

O esquema abaixo mostra o que nds vimos na semana passada
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Quer dizer, nés vimos um método sistematico para converter gramaticas livres de contexto em

automatos de pilha.

Nés vimos que as gramaticas livres de contexto e os autématos recursivos sao apenas representacoes

diferentes da mesma ideia.

E nds deixamos em aberto a questao sobre a possibilidade de converter automatos de pilha em

graméaticas livres de contexto (de maneira sistemética).

Nessa aula, nés vamos resolver essa questao.
2 Chamadas de funcao no automato de pilha

A estratégia que nds vamos utilizar é uma abordagem indireta

Automatos Autdmatos ! Gramaticas
de pilha recursivos l.c.

Quer dizer, nés vamos mostrar primeiro que todo automato de pilha pode ser convertido em um

automato recursivo.

E dai, nés ja sabemos que a conversao do autémato recursivo em uma gramatica livre de contexto é

uma coisa facil.
Certo.

A nossa tarefa, entéo, é visualizar chamadas de fungéo e retornos dessas fung¢ées na execugao de um

automato de pilha comum.

E a observagao chave é a seguinte

— Todo simbolo colocado na pilha deve ser removido antes que a computacdo acabe

— (para que o autémato aceite a palavra de entrada)



O esquema abaixo ilustra essa ideia

ele,a] ela,e]
o i ) e Gk Qe O

Quer dizer, aqui nés temos uma linha de execugao do automato que aceita a palavra de entrada.

E nés estamos assumindo que o simbolo que é colocado na pilha pela transicao q; — q; é o simbolo

que é removido da pilha pela transicao qx — q.

Mas, se isso é o caso, entao todo simbolo que é colocado na pilha durante o trecho

q; ~ 7 Gk

é removido da pilha durante esse mesmo trecho — (para que o nosso simbolo a esteja novamente no

topo em q)

A ideia entdo é ver esse trecho como a execugao de uma funcao, de modo que a computacao passe a

ser vista assim
~r () qe ~—rrmt O

ele, a l Te[e,a]

q ~—~ Gk
Quer dizer, a ideia é ver

- as transigoes que colocam um simbolo na pilha como chamadas de funcao

- as transigoes que removem um simbolo da pilha como retornos de fungoes

Ora, mas se nds vamos ver as coisas assim, entao nés podemos representar a computacao dessa
maneira

M
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Quer dizer, o médulo Mj, é uma cépia do automato original onde q; foi designado como o estado

inicial, e qx foi designado como o (tnico) estado final.

E f4cil ver que o trecho de computacgao
q ~— Gk

corresponde a uma execucao completa do médulo Mjx — (i.e., uma execugdo que termina em qy com

a pilha vazia)

Logo, o trecho q; ~ qix pode ser substituido por uma chamada ao médulo M.



3 Método sistematico

E agora é sé repetir

autdmato método autébmato

de pilha sistematico recursivo

Mas antes, é preciso resolver dois pequenos problemas.
O primeiro deles é que em geral as transigoes fazem mais de uma coisa
afb,c]
qi q;
Mas isso é facil de resolver, decompondo a transicao assim

e[b,e] . a ele,c]

Quer dizer, primeiro acontece o retorno de alguma funcao, depois a leitura do simbolo na palavra
de entrada, e depois a chamada de uma funcao — (mas qualquer outra ordem também funciona —

porque?)

O caso de operagoes na pilha com miltiplos simbolos também néo apresenta maiores problemas, pois

nés sempre podemos decompor a transicao

a[bb,cc]
qdi > Q]
como um caminho
e[b,e] e[b,e] a ele,c] ele,c]
1 L] % L] % L] % L] J

O segundo problema é o seguinte.

Quando nos fizemos o raciocinio na se¢ao anterior, nés estavamos trabalhando com uma linha de

erecuc¢ao especifica do automato.
Mas, a conversao precisa funcionar para todas as execugoes possiveis.
Em particular, o simbolo que é colocado na pilha pela transicao

ele,a]

4 — qj

pode ser removido da pilha por transicoes diferentes em execucgoes diferentes do automato

ela,e] e[a,e] ela,e]

e« — q dm —— On qu — Qv



Quer dizer, para interpretar a transicao

ele,a]

9 —— qj
como uma chamada de fungéo, é preciso saber ja no momento da chamada qual é o lugar de retorno
(ou o estado que vai remover o simbolo da pilha), para saber qual é o médulo que estd sendo chamado.

No exemplo acima, nés teriamos 3 possibilidades

Mjk Mjm Mju
g — q d —— dn 4 — Qv

Mas, nés podemos deixar essa questao ser resolvida pelo nao-determinismo (em tempo de execucao).

Quer dizer, nés podemos substituir as transi¢oes que manipulam a pilha pela colecao de chamadas

de funcao possiveis

qi
Mjk
Mijm
gi > dn
M,
qv

Pronto.

Esses eram os problemas que precisavam ser resolvidos.

E agora nés podemos considerar alguns exemplos concretos.
Exemplos

a. A linguagem a™ b"

Abaixo nés temos o automato de pilha que reconhece a linguagem a™b"

do d1

ale, a] bla, e]

Para fazer a conversao para um automato recursivo, o primeiro passo é decompor as transigoes

que realizam multiplas operagoes em multiplas transicoes que realizam uma tnica operacao

do di1

— e (®
al Te[e,a] e[a,e]l Tb

92 qas

Dai, nds observamos que sé existe uma transicao que coloca o simbolo a na pilha, e uma transicao



que remove o simbolo a da pilha.

Logo, a chamada que ¢é feita pela primeira é retornada pela segunda

ot (2 q3 ~—~re

ele, al l Te[e,a]

q0 e q1

Ou, na notacao dos automatos recursivos

M
s Gy M gy s

Moz

Para implementar essa mudanca no diagrama dos autéomatos, nés
e removemos as transi¢coes que manipulam a pilha

ele,a] ela,e]

q2 — L[] q1 — k]
e e adicionamos a transicao que realiza a chamada de funcao
Mo1

g2 —— a3

Reorganizando o diagrama, nés obtemos o seguinte resultado

Moz e

do \ (o}

Em principio, nés também precisariamos adicionar o médulo Mg; ao autéomato.
Mas, dessa vez, esse é o proprio médulo acima.

Quer dizer, na pratica, o diagrama estd realizando uma chamada recursiva a si mesmo.

b. A linguagem PAL

Abaixo nds temos o autémato de pilha que reconhece a linguagem PAL



q0 q1

— e ° (®
- -
ale, a| ala, e|
ble, b] b[b, €]

Para fazer a conversao, nds separamos e decompomos as transi¢coes umas das outras

92 da
qo bT le[e,b] e[b,e]T lb
- ¢ . ® q1

al Te[e,a] e[a,e]l Ta
a3 g5

A seguir, nos identificamos os pares de transicoes que colocam e removem o mesmo simbolo da

pilha
ele,a] efa,e]
2 — do a —— da
ele,b] e[b,e]
a3 — do qu —— 05

A seguir, nés substituimos esses pares de transi¢ao por transicoes que realizam uma chamada de
funcao

M01 MOl
q2 —— Qa4 qg3 — 0s

E reorganizamos o diagrama para obter

Mo1 b 2 My B a

[ ] [
qo0 \‘ q1

Mais uma vez, as chamadas de funcao que aparecem sao chamadas ao moédulo principal, e por

isso nao é necessario adicionar novos modulos ao autdémato.

. A linguagem a® b%®

Esse exemplo fica mais interessante se nds consideramos o seguinte autéomato de pilha que

reconhece a linguagem a® b?®



q0 q1

ale, aa] bla, e]

Quer dizer, nesse exemplo nds temos uma transicao que coloca dois simbolos na pilha, o que vai

corresponder a duas chamadas de funcao consecutivas.
Vejamos como a coisa funciona.

Primeiro nés decompomos as transigoes

— ° e ® q1
Te[e, a|
al eq3 ela, e] a
Te[e7 a|
q.2 q.4

Depois, noés identificamos os pares de transigoes que colocam e tiram o mesmo simbolo da pilha

@ % @
ele,a] ela,e]
43 — 9o g — Q4

E dai nds substituimos esses pares de transicao por transicoes que fazem uma chamada de funcao

M3y Moz
qg2 — 0d4 q3 — 0da

Reorganizando o diagrama, nés obtemos

Moz e

do B Mo a1

qJ2 d4

E aqui aparecem duas novidades.

A primeira é que o caminho intermedidrio ndo pode ser alcangado a partir do estado inicial qg, e

pode ser removido do diagrama.
Mas, esse caminho vai fazer parte do médulo M31 que é chamado pelo caminho de baixo.

E essa é a segunda novidade: dessa vez nés precisamos adicionar um novo médulo a especificagao

do autdémato recursivo



Ma1 qs M qi1
- o 01 . b @

Esse automato recursivo ficou um pouco diferente daquele que nés construimos na aula ?77.

Mas, substituindo a chamada ao médulo M3; por uma cépia do seu diagrama, nds voltamosa

obter uma construgao familiar

Moz e

O que comprova que a nossa construgao inicial estava correta.

d. a®p®

Esse exemplo fica mais interessante se nds consideramos o seguinte autéomato de pilha

do di1

ale, a| blaa, €|

Quer dizer, nesse exemplo nds temos uma transicdo que remove dois simbolos da pilha, o que vai

corresponder a dois retornos de funcao consecutivos.
Vejamos como a coisa funciona.

Primeiro nés decompomos as transicoes

q4

Depois nés identificamos os pares de transigoes que colocam e removem o mesmo simbolo da pilha

ele,a] efa,e]

Q2 — do qa — Q3
ele,a] ela,e]

Q2 — do a3 —— Q4



E dai nés substituimos esses pares de transicao por transicoes que realizam uma chamada de

funcao
M01 M03
Q2 —— a3 Q2 —— Q4

Reorganizando o diagrama, nés obtemos

Moz e
S Mo, 37 \@ !
\ a 92
°
Mos . b
qd4

Como no exemplo anterior, aqui apareceu uma chamada a um modulo que nao é o maédulo

principal: Mgs.

Logo, nés devemos adicionar esse médulo a especificagao do automato recursivo

Mos 0 a3

N . a . Moz ®
q2

Esse médulo é uma cépia do médulo principal (Mp1), onde o estado qsz foi designado como o

estado final.

Mas, note que todos os estado que ndo podem alcancar o estado final q3 foram removidos (para

simplificar a construcao).

Da mesma forma, nés podemos remover a transicao q2 — q3 do mddulo principal, uma que que

a partir de g3 nao se vai a lugar nenhum

M01 e

qo \ q1

Agora, para nos certificarmos de que a construgao estd correta, bas substituir a chamada ao

modulo Mgz por uma cépia do seu diagrama

Moz e




