Matematica Discreta

aula 01: Jogos de montar e desmontar
1 Introducgao

— Nos vamos comecar a disciplina de matemdtica discreta calculando a soma

1 + 2 4+ 3 + ... + n
— Mas o que € isso?
— Isso o que?
— FEssen ai no final ...
— Isso € um numero.
— Que niumero?
— Qualquer um ...
— Como assim?
— Bom, me diga um numero ai ...
— 4

— Certo, entdo a soma € a sequinte

1 + 2 + 3 + 4
Agora diga outro.
— 6

— FEntdo agora a soma € essa aqui

1 + 2 + 3 4+ 45 + 6

— FEntdo eu preciso dizer qual € o valor de n.

— Nao, a gente vai fazer a conta com o n mesmo

1 + 2 4+ 3 + ... + n
— Porque?
— Ora, porque a gente conseque fazer as coisas assim ...
— Mas pra que?

— Bom, a gente vai ver isso daqui a pouquinho.

2 Jogos de montar e desmontar

Aqui estd a nossa soma outra vez

I +2 4+ 3+ ... 4 =2 + (n—-1) + n



E o truque mais velho do mundo para calcular essa soma é o seguinte

1 + 2 + 3 + ... + -2 + (n—-1) + n
+ n + (n—-1) + (n—2) + ... + 3 + 2 + 1
n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) + (n+1)

Quer dizer, a gente escreveu a soma outra vez, ao contrario, embaixo da soma original.
E ao somar as colunas, todas as parcelas ficaram iguais.

Dai, como sao n parcelas no total, a coisa toda da

n-(n+1)
S6 que isso é o valor de duas somas.
Mas as duas somas sao a mesma coisa.
Logo, a nossa soma vale
n-(n+1)
2

Legal, nao €7
2.1 Variantes do truque

Sim, mas essa nao é a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, agora imagine que n é par.
Entao nesse caso, o n/2 é um nimero inteiro

E ele aparece no meio da nossa soma

I + 2 + ...+ 2 + (2+41) + ... + n

Na verdade, ele aparece bem no meio.

E cortando a soma nesse ponto, a gente divide ela em duas metades iguais — (com o mesmo nimero

de parcelas ...)

1+ 2 4+ ...+ 2+ (B41) + ... + n

Agora a gente aplica o truque outra vez, escrevendo a segunda metade (ao contrario) embaixo da

primeira
1+ 2+ + 2
+ n + (n—-1) + ... + Z+1
(n+1) + (n+1) + + (n+1)

Ficou tudo igual outra vez.



S6 que dessa vez, sdo n/2 parcelas no total

“(n+1)

| 3

— (o0 que € uma coisa que a gente jd sabia ...)

Legal, nao é7

Bom, ainda nao.

Porque esse truque s6 funciona quando n é par.

Entao agora, a gente imagina que o n é impar.

Quando o n é impar, ndo d4 pra quebrar a soma no meio — (porque?)

Mas a gente sabe que tem um elemento que fica bem no meio

1+ 2+ .+ @+ .+ -1 +n

Quem € ele?
Bom, agra a gente precisa raciocinar.

Quer dizer, como esse é o nimero que fica no meio, nos dois lados nés temos a mesma quantidade de

termos

1+ 2 + M+ ..+ (-1 + n

n'g

___+__-

k termos k termos

— (como a gente ndo sabe a quantidade de termos, a gente diz que isso € um nidmero kualquer ...)
Certo.

Entao agora da pra ver que a quantidade total de termos é
k + 1 4+ &k

S6 que a quantidade total de termos é n.

Logo, a gente pode escrever
Ek + 1 + k = n

E algumas poucas continhas nos dao

Entao, existem (n — 1)/2 elementos do lado esquerdo



1+ 2+ .o+t (D o+ - 4

Ora, mas agora a gente ja sabe quem estd no meio
-1 ! ! 3
1+ 2 + ... 4 o5 4 oo onB gy + (n—1)
E agora, é s6 aplicar o nosso truque outra vez
1 + 2 + ..o+ x4 ondd
+ n + (n—-1) + ... + 2
n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + =&
E depois a gente faz a conta
nl.(n41) + o = %ﬂ-(n—1+1)
_ n-(n+1)
= 2
— (o0 que € uma coisa que a gente ja sabia)
Nao € legal?
3 O truque do triangulo
Sim, mas vamos olhar para a soma outra vez
1 + 2 4+ 3 + ... + (n—=1) + n
Porque a gente ainda nao viu tudo o que tinha pra ver.
Mas, o que € que ainda tem para ver aqui?
Bom, a gente pode ver que
- 02¢éiguala 1+1
- eo 3 éiguala 1+ 2
- eo4éiguala 1+ 3
- e por al vai ...
Dai que, a gente pode reescrever a soma assim
1 +2 + 3+ ... 4 n = 1+ 1 4+ 1 4+ ... +
+ 1 + 2 + ... +

n—1



Quer dizer, a nossa soma apareceu do lado direito outra vez — (ou quase ...)

Entao a gente pode passar ela para o outro lado
1 +24+3+4 ...4 @®m-1)+n = 14+ 14+ 1+ ... 4+ 1
-1 -2 -3 — ... — (n—1)

o que da
n = 1+ 1+ 1 + ... + 1

n'g

n cépias do 1

S6 que isso é uma coisa que todo mundo sabe — (ou serd que nao?)
E isso é uma coisa que nao serve pra nada — (ou serd que serve?)
Bom, o que isso estd dizendo é que nés podemos desmontar um nimero (n) em uma ruma de 1’s.

E fazendo isso, a gente desmonta a nossa soma assim

1 + 2 + 3 + ... + n = 1 + 1 + 1 4+ + 1
+ 1 + 1 + + 1
+ 1 + + 1
+ 1
Sim, um triangulo!
E dois tridangulos formam um retangulo
1 1 4+ 1 + 1 + + 1
1 + 1 %+ 1 + 1 + + 1
1 + 1 + 1 .1 + + 1 n
1 + 1 + 1 + + 1 4.1

n+1

Dai, todo mundo sabe que a area do retangulos é igual a base vezes a altura
n-(n+1)

— (86 que isso nao funciona para o triangulo — porque?)



E dai, como o retangulo é igual a dois triangulos, a gente descobre que o triangulo vale

n-(n+1
1 + 2 4+ 3 4+ ... + n = (2)
— (0 que é uma coisa que a gente jd sabia ...)
Legal, nao €7
3.1 Virando o truque do avesso
Sim, mas essa nao é a Unica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, vamos olhar para a nossa soma outra vez
1 + 2 4+ 3 +4 4+ ... +n

S6 que dessa vez, a gente coloca a atencao no lado direito.
E o que € que a gente vé ali?

Bom, a gente vai vendo isso aqui

+ -3 + m—=2) + (n—1) + n
Quer dizer, todo mundo é o n menos alguma coisa
Dai, voltando para o lado esquerdo, a gente vé que

- o 3 éigual an menos n—3
- 0 2 éigual a n menos n — 2

- eo 1 éigual an menos n— 1

Dai que, a gente pode reescrever a nossa soma assim
1 +2 43+ ... +n = (m-mn-1) + (n-n-2) +
Dai, a gente desmonta o lado direito assim

1 + 2 + 3 + ... 4+ n = n + n +

e depois a gente reescreve a coisa assim

1 +2 4+3 + ... + n = n+ n + n + ... +
(1 + 2+ 3+
Quer dizer, a nossa soma apareceu no lado direito outra vez — (ou quase ...)

S6 que dessa vez, a soma apareceu com o sinal negativo.

Entao, a gente passa ela para o outro lado

+ (n—l))



1 + 2 4+ 3 + ... + n = n + n + n + ... + n
—|—(1+2+3+...—|—(n—1))

Adiciona n dos dois lados

1 + 2 4+ 3 + ... + n = n + n + n + ... + n + n
+(1+2+3+...+(n—1))+n
Reescreve a coisa assim
2-<1+2+3+...+n) = n-(n+1)
e depois assim
. 1
1 + 2+ 3+ ... +4n = n(;”r)
— (o0 que € uma coisa que a gente ja sabia ...)
4 A estrutura do raciocinio matematico
A gente acabou de ver um monte de maneiras de ver que
1
1 + 2 4+ 3+ ... +n = ”(”;)
E agora, a gente pode usar isso como uma regra
1 +2+3+ ... +n > ”(”;1)
Quer dizer, imagine que alguém pergunta
— Quanto vale 1 + 2 + 3 4+ ... + 207
Dali, vocé pode responder
— Bom, eu nao sei ...
Mas eu posso usar a minha regra para descobrir
20(20 + 1
1+2+3+...4207 (2+) = 210
1 4+24+3+ ... 4n > ”(”;1)



Sim! a nossa regra é uma férmula.

E sim! a gente faz a conta com um nimero qualquer (n) porque no final isso nos déd uma férmula.
Legal, nao é7

Sim, mas isso ainda nao é tudo.

Quer dizer, imagine agora que a pergunta é

— Quanto vale 2 + 4 + 6 + ... + 2007

Bom, dessa vez a gente vai precisar raciocinar um pouquinho.
Porque dessa vez, essa nao é a nossa soma.

Mas, quem disse que nao é¢

Quer dizer, todos os nimeros sao pares.

Logo, a gente pode raciocinar assim
2+4+6+...+200 7

N 2-(1+2+3+...+100) — 10100

o | 1

n(n+1)

. ( 100(1(;0 +1) >

1 4+2+3 4+ ... +n >

Legal, ndao €7

Sim, mas ainda tem mais.

Quer dizer, imagine agora que a pergunta é

— Quanto vale 8 + 11 + 14 + ... + 68 + 71 + 747

Bom, dessa vez a gente vai precisar raciocinar um pouquinho mais.
Porque dessa vez a soma é bem diferente.
Mas, quem disse que a soma a bem diferente?

Quer dizer, a gente pode comecar notando que os nimeros vao pulando de 3 em 3

3 3 3 3
/O~ /O~
8 + 11 + 14 + ... + 68 + 71 + 74

Entao, a gente pode reescrever o comego da soma assim

8 + (8 +1-3) + (8+2:3) + (8+ 3-3) +



E no final da soma é a mesma coisa.
Quer dizer, todo mundo é 8 mais uma certa quantidade de pulos de tamanho 3.
S6 que, a gente nao sabe que quantidade é essa.

Entao a gente diz que isso é uma quantidade kualquer
8 + k-3
Dai, a gente olha para o iltimo termo
8 + k-3 = T4

E uma pequena continha nos da
k= 22

Agora, nés podemos escrever a soma completa
8 + (8+3) + (8+2-3) + ... + (8 + 22:3)

E agora, nés podemos usar a nossa regra

8 + 11 + 14 + ... + 74 7
= 8 4+ 8 + 8 4+ ...+ 8
+ 1.3 + 23 + ... + 223
- 923. -(1 2 22) 922(22 + 1
3-8 + 3 + 24+ 3+ + 23.8+3‘<(2+)> _ 043
n:221 T
1 +24+ 3+ ... 4+n ”(”;1)

Legal, nao €7



