Matematica Discreta

aula 05: O problema do chapéu
1 Introducgao

Trés homens estao em fila, o mais alto de todos atras, e o mais baixo na frente.

Os trés olha para frente
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Em uma caixa existem 3 chapéus pretos e 2 chapetis vermelhos.
Alguém escohe 3 chapéus e coloca na cabeca dos homens.
Nenhum deles vé o chapéu que esta na sua cabeca, mas vé o chapéu daqueles que estao & sua frente.
Dai uma pessoa pergunta: “Quem sabe a cor do seu chapéu?”
?

Depois de algum tempo o baixinho diz: “Acho que eu jd sei ...”.

Como € que ele sabe?
Dica: Imagine que sao apenas 2 homens e 3 chapéus na caixa.

Solugao:

Bom, a melhor coisa a fazer é seguir a dica
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Dai, a gente nota que se o grandao vé o chapéu vermelho na cabega do baixinho, entao ele ja sabe
que o seu chapéu é preto.
Mas o grandao nao falou nada.
Foi isso o que o baixinho percebeu.
Entao o grandao estd vendo um chapéu preto.
E é isso o que leva o baixinho a dizer: “Acho que eu jd sei’.
Legal.

Agora nos podemos considerar a situacdo do problema
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Aqui a logica é a mesma.

Quer dizer, se o grandao vé dois chapéus vermelhos, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto.



Mas o grandao nao falou nada.

E o segundo homem na fila percebeu isso.

Dai que, se o segundo homem vé um chapéu vermelho, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto.
Mas o segundo homem nao disse nada.

O baixinho percebeu isso.

E ¢é isso o que leva o baixinho a dizer: “Acho que eu jd sei’.

1.1 Aumentando o problema do chapéu

Agora imagine que sdo quatro homens.
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E imagine que a caixa contém 4 chapéus pretos e 3 chapéus vermelhos.
A situagfo é a mesma, e alguém pergunta: “ Vocé sabe a cor do seu chapéu?’
Mais uma vez, apenas o baixinho advinha a cor do seu chapéu.

Como € que ele sabe?

Solugao:
Agora esse problema nao tem mais graga.
Quer dizer, é sempre a mesma coisa — (a mesma forma de pensar)

E a gente pode apresentar o raciocinio de forma esquematica

+ O grandao nao diz nada, porque ele vé no méaximo dois chapéus vermelhos — (senao ele
dizia)
» O segundo homem percebe isso mas ele nao diz nada, porque ele vé no maximo 1 chapéu

vermelho — (sendo ele dizia)

» O terceiro homem percebe isso mas ele nao diz nada, porque ele vé nenhum chapéu vermelho

— (senao ele dizia)

« O baixinho percebe isso, e é isso 0 que o leva a dizer: “Acho que eu jd set’.

Agora que a gente tem o raciocinio esquematico, é facil mudar a historinha.
Quer dizer, imagine que o terceiro homem advinha a cor do seu chapéu primeiro.
Isso significa que ele estd vendo um chapéu vermelho na cabecga do baixinho.

O baixinho percebe isso.

E dessa maneira, o baixinho também descobre qual é a cor do seu chapéu.

Dai, se é o segundo quem advinha primeiro, entao logo em seguida todos os que vem depois dele

advinham também.

E assim que a coisa funciona.



2 O problema do chapéu na roda

Agora imagine que sao 5 homens.
E imagine que a caixa contém 5 chapéus pretos e 4 chapéus vermelhos.

Dessa vez, os homens estao em roda olhando uns para os outros
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A situacéo ainda é a mesma, e alguém pergunta: “ Vocé sabe a cor do seu chapéu?’
Depois de algum tempo todos dizem: “Sim, eu ja sei”.
Como é que eles sabem?

Dica: Lembre da dica.

Solugao:

E seguindo a dica outra vez, a gente comega com a roda de duas pessoas
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— (uma roda com duas pessoas é uma roda?)

Bom, nessa situacao, se alguém vé o chapéu vermelho na cabega do outro, entao ele ja sabe que o

seu chapéu é preto.

Mas ninguém fala nada imediatamente.

Os dois percebem isso.

E entao, os dois dizem ao mesmo tempo: “Acho que eu jd sei’.
Legal.

Agora conisere a roda com 3 pessoas
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E dai, a gente raciocina da mesma maneira.
Quer dizer, se alguém vé dois chapéus vermelhos, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto.

Mas, ninguém fala nada imediatamente.



E todos percebem isso.

Dai, se alguém vé um chapéu vermelho, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto.
Mas, ninguém fala nada outra vez.

E todos percebem isso outra vez.

Entao, todos dizem ao mesmo tempo: “Acho que eu jd sei’.

Certo.

Aqui ja da pra ver a forma do raciocinio — (a estrutura ldgica)

E a gente pode apresentar o raciocinio esqueméatico para a roda com 4 pessoas

« Se alguém vé 3 chapéus vermelhos, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto. Mas ninguém

fala nada. Logo, todos descobrem que existem no maximo 2 chapéus vermelhos na roda.

« Dai, se alguém vé 2 chapéus vermelhos, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto. Mas
ninguém fala nada. Logo, todos descobrem que existe no méaximo 1 chapéu vermelho na

roda.

e Dai, se alguém vé 1 chapéu vermelho, entao ele ja sabe que o seu chapéu é preto. Mas

ninguém fala nada. Logo, todos descobrem que nao existem chapéus vermelhos na roda.

+ E nesse momento, todos dizem: “Acho que eu jd sei’.

Sim, a coisa é repetitiva.
E basta adicionar mais um passo (no inicio) para obter um raciocinio esquemético para o problema

com 5 pessoas.

Entao agora, a gente ji sabe resolver o problema para qualquer tamanho da roda.

2.1 Enrolada (opcional)

No dia seguinte, os 5 homens sao convidados para jogar o jogo outra vez.

O ponto é que ele ja raciocinaram sobre o jogo — (e jd conhecem a sua estrutura ldgica)
Imagine que todos eles tem um chapéu preto na cabeca.

Entao, todos eles sabem que existem 4 chapéus pretos na roda — (talvez 5 ...)

Serd que sabendo disso eles consequem raciocinar mais rdpido?

Bom, vamos ver.

Ninguém fala nada imediatamente, porque ningiem sabe a cor do seu proprio chapéu.

E agora nds vamos seguir os pensamentos do baixinho — (todos os outros estao pensando a

mesma coisa)
O baixinho imagina que os outros podem estar vendo um chapéu vermelho na sua cabega.

E dai, como ninguém sabe a cor do seu proprio chapéu, ele podem imaginar que existem 2 chapéus

vermelhos na roda.

Quer dizer, o baixinho sabe que existe no maximo 1 chapéu vermelho na roda — (e os outros

também sabem disso)

Mas o baixinho nao sabe que os outros sabem disso.



Em particular, o baixinho pode imaginar que o grandao imagina que existem 2 chapéus vermelhos

na roda.

Mas o baixinho nao pode imaginar que o grandao imagina que existem 3 chapéus vermelhos na

roda.

Porque o baixinho sabe que o grandao sabe que existem 3 chapéus pretos — (o baizinho estd

vendo que o grandao estd vendo isso ...)

Entao todos sabem que todos sabem que existem no maximo 2 chapéus vermelhos na roda.

E a gente pode pensar que é assim que a coisa comega no dia seguinte.

Dai, ninguém fala nada imediatamente — (porque ninguém sabe a cor do seu proprio chapéu)
E assim, todos descobrem que todos sabem que nao existem 2 chapéus vermelhos na roda.
Porque se houvessem alguém teria visto, e teria descoberto a cor do seu chapéu.

No passo seguinte, ninguém fala nada outra vez — (porque ninguém sabe ainda a cor do seu
proprio chapéu)

E assim todos descobrem que todos sabem que nao existem nenhum chapéu vermelho na roda.
Porque se houvesse alguém teria visto, e teria descoberto a cor do seu chapéu.

E entdo, no terceiro passo todos dizem: “Acho que eu jd sei’.

Legal, nao é?

Quer dizer, agora a gente descobriu que o jogo acaba em 3 passos quando a roda ¢é formada por

pessoas espertas — (i.e., pessoas que jd conhecem a estrutura ldgica do problema e consequem

raciocinar com ela)

E o mais legal é que isso vale para rodas com qualquer quantidade de pessoas espertas.

3 O problema do chapéu com ntimeros

Agora imagine que sao apenas 3 homens outra vez: o baixinho, o grandao e o outro.
Dessa vez, cada um tem um chapéu onde esta escrito um numero (inteiro, positivo).
Cada um vé os ntmeros dos outros, nao nao vé o seu proprio namero.

Eles sabem que um dos niimeros é igual & soma dos outros dois.

O baixinho vé o 3 no chapéu do grandao, e o 1 no chapéu do outro.

Alguém pergunta: “ Vocé sabe qual é o nimero que estd escrito no seu chapéu?’
Depois de algum tempo o baixinho responde: “Em jé sei”.

Como € que ele sabe?

Solugdo:

Bom, a gente ja sabe que a melhor estratégia para resolver esses problemas é comegar com o caso

mais simples.

E dessa vez, o caso mais simples é aquele onde o baixinho vé o niimero 1 nos chapéus dos seus

dois amigos.



Nesse caso, ele descobre imediatamente o niimero que esta no seu chapéu — (porque?)
Certo.

Agora, imagine que o baixinho vé o niimero 2 no chapéu do grandao, e vé o nimero 1 no chapéu

do outro.
Nesse caso, o baixinho fica na davida se o seu chapéu tem o nimero 1 ou o nimero 3.

Entao o baixinho nao fala nada.

E o grandao também nao fala nada — (porque é o baixinho quem advinha primeiro no nosso
problema)
Ora, mas isso significa que o grandao nao esta vendo o 1 no chapéu do baixinho — (porque sendao

ele falava)
O baixinho percebe isso.
E no passo seguinte ele diz: “Acho que eu jd sei’.

Nota: O outro vé os ntimeros 2 e 3 nos chapéus dos amigos. E a sua davida nao se resolve no

primeiro passo. Entao ele também fica calado no segundo passo.
Agora nos podemos considar o nosso problema, onde o baixinho vé o 3 no chapéu do grandao, e
vé o 1 no chapéu do outro.
Nesse caso, o baixinho fica na duavida se o seu chapéu tem o nimero 2 ou o namero 4.
Entao ele nao fala nada.

Mas o baixinho sabe que se ele tiver o nimero 2, entdo o grandao vai advinhar o seu nimero no

segundo passo.

No segundo passo o grandao nao fala nada.

O baixinho percebe isso.

E no passo seguinte ele diz: “Acho que eu jd sei’.

Legal.

Aqui o padrao do raciocinio ja esta aparecendo — (a estrutura ldgica)

Entao a gente considera mais um caso pra ver melhor.

Imagine que o baixinho vé o 4 no chapéu do grandao, e vé o 1 no chapéu do outro.
Nesse caso, o baixinho fica na davida se o seu chapéu tem o nimero 3 ou o nimero 5.
Entao ele nao fala nada.

Mas o baixinho sabe que se ele tiver o namero 3, entao o grandao vai advinhar o seu ntimero no

terceiro passo.
E quando isso nao acontece, o baixinho descobre o seu préprio ntimero no quarto passo.

E como uma corrida: aquele que tem o maior nimero ganha — (porque ele vé o nimero menor

no chapéu do outro)

3.1 Generalizacao (opcional)

Agora nos vamos considerar problemas que nao contém o numero 1.

O caso mais simples é aquele em que alguém vé dois niimeros 2 nos chapéus dos seus amigos.



E nesse caso, a pessoa advinha imediatamente o seu proprio nimero — (porque?)

Entao imagine agora que o baixinho vé o ntimero 3 no chapéu do grandao, e vé o ntimero 2 no

chapéu do outro.

Nesse caso, o baixinho fica na duvida se o seu nimero é o 1 ou 0o 5 — (essa € a situagdo do outro

no problema original ...)

Entao o baixinho nao fala nada.

Se ele tiver o 1, entdo o grandao vai advinhar o seu niimero no segundo passo.

Mas se isso nao acontece, o baixinho descobre o seu ntimero no terceiro passo.

Certo.

Agora imagine que o baixinho vé o 4 no chapéu do grandao, e vé o 2 no chapéu do outro.
Nesse caso, o baixinho fica na duvida se o seu ntimero é o 2 ou o 6.

Entao ele nao fala nada.

Mas o baixinho sabe que se ele tiver o 2, entao o grandao vai advinhar o seu niimero imediatamente.
E se isso nao acontece, o baixinho advinha o seu ntimero no préximo passo.

Legal.

Agora imagine que o baixinho vé o 5 no chapéu do grandéao, e vé o 2 no chapéu do outro.
Nesse caso, o baixinho fica na davida se o seu ntimero é o 3 ou o 7.

Entao ele nao fala nada.

Mas o baixinho sabe que se ele tiver o 3, entdao o grandao vai adivnhar o seu nmero no terceiro

passo.
E se isso nao acontece, o baixinho advinha o seu ntimero no quarto passo.
Muito bom.

Depois de tanta repeticao, a gente ja pode ver o que esté acontecendo.

Quer dizer, é como se a duvida ficasse sendo jogada de um lado para o outro.

Nesse ultimo caso, nés temos o seguinte
52 - (32 = (12 = (11
B? G? B? G?

Dai, se a davida nao se resolve dessa maneira (i.e., o grandao advinha no terceiro passo), entao o

baixinho descobre que o seu nimero nao é o 3.
E assim o baixinho descobre o seu ntimero no quarto passo.

No caso do grandao, a sequéncia de dividas é a seguinte

(7,2) — (5,2) — (3,2) — (1,2) — (1,1)

G? B? G? B? G?

E como ela é mais longa, o grandao nao consegue advinhar o seu ntimero primeiro.



