Matematica Discreta

aula 06: O problema do gato e o problema dos beduinos

1 Introducgao

2 O problema do gato

Vocé tem 5 caixas lado a lado.

E um gato esta escondido em uma delas

Todo dia vocé pode abrir uma caixa.
E toda noite o gato passa para uma caixa adjacente aquela onde ele esta.

Como € que vocé pega o gato?

Solugao:
Bom, a nossa estratégia é sempre comegar com o caso mais simples.
Dessa vez, o caso mais simples é aquele em que existe apenas uma caixa.
S6 que esse caso nao tem a menor graga — (porque vocé abre a caiza e o gato estd ld ...)

Entao agora, a gente considera o problema com duas caixas
?
Dai, no primeiro dia vocé abre uma caixa qualquer.
E se o gato esta 14, entao acabou-se a histoéria.
Mas se o gato nao esta 14, a gente pode fazer uma pequena esperteza.

Quer dizer, se o gato nao esté l4, entao ele estava na outra caixa.

Mas se o gato estava na outra caixa, entao no dia seguinte ele vai estar na caixa que a gente abriu

— (porque a noite ele muda de caiza)

Entao no dia seguinte, a gente abre a mesma caixa outra vez.
E encontra o gato 14 dentro.

Legal.

Agora a gente considera o problema com 3 caixas



?
E aqui, basta fazer a mesma coisa outra vez.
Quer dizer, a gente comeca abrindo a caixa do meio.
E se o gato esta 14, entao acabou-se a histoéria.
Mas se o gato nao esta l4, entao ele estava em uma caixa das pontas.

E se o gato estava em uma das caixas das pontas, entao no dia seguinte ele vai estar na caixa do

meio — (porque a noite ele muda de caiza)

Entao no dia seguinte, a gente abre a caixa do meio outra vez.
E encontra o gato 14 dentro.

Legal.

Agora considere o problema com 4 caixas
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E agora?

Quer dizer, agora ficar abrindo a mesma caixa todo dia nao funciona mais — (porque?)

Entao, a gente precisa ser um pouco mais esperto.

E a esperteza consiste em fazer a mesma coisa outra vez: abrir a segunda caixa dois dias seguidos.
Porque?

Bom porque dai, ou a gente pega o gato, ou a gente ja sabe que o gato esta do lado direito —
(porque?)

Entao agora, a gente vai atras do gato no lado direito.

E para fazer isso, a gente abre a terceira caixa.

Mas quando a gente abre a terceira caixa, o gato pode passar para o lado esquerdo.

E a gente fica na mesma situagao outra vez.

S6 que, a situagdo nao é realmente a mesma — (tem uma coisa diferente)

Quer dizer, se o gato passar para o lado esquerdo, entao ele vai estar na segunda caixa.

E a gente pode utilizar essa informacao.

Mas antes disso, é preciso verificar se o gato ainda nao estd do lado direito.

Para isso, a gente abre a terceira caixa outra vez — (porque?)

Se o gato nao esté l4, entao ele realmente passou para o lado esquerdo.

E nesse ponto, ele deve estar na primeira caixa — (porque?)

Entao no dia seguinte, a gente abre a segunda caixa e encontra o gato 14 dentro.

Legal, nao é?



Agora nos estamos prontos para resolver o nosso problema

A gente comeca abrindo a segunda caixa duas vezes. Dai, se a gente ndo pega o gato, entdo ele

esta do lado direito.

E agora, a gente vai atras do gato no lado direito.

No dia seguinte, a gente abre a terceira caixa.

Durante a noite, o gato pode ter passado para o lado esquerdo.

Mas se isso aconteceu, ele agora esté na caixa 2.

E a gente continua indo para o lado direito.

Para isso, a gente abre a caixa 4.

Durante a noite, o gato pode ter passado para a caixa 3.

Ou entao, se ele estava na caixa 2, ele passou para 1 ou 3.

Certo.

A gente termina a exploragao do lado direito abrindo a caixa 4 outra vez — (porque?)
E o gato que estava em 1 ou 3, passa para a caixa 2 durante a noite.
Entao no dia seguinte, a gente abre a caixa 2.

E encontra o gato 14 dentro.

Legal, nao é?

Agora a estratégia ja esta ficando clara.

E a gente termina de ver como a coisa funciona considerando o problema com 6 caixas
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A primeira etapa consiste em tenta encurralar o gato do lado direito

» a gente abre a caixa 2 duas vezes
« ¢ depois abre as caixas 3,4 e 5

Quando a gente abriu a caixa 5, o gato pode ter passado para a caixa 4 — (durante a noite)
E se ele esta do lado esquerdo nesse momento, entdo ele estd em 2 ou 4 — (uma caiza par)
No dia seguinte, a gente abre a caixa 5 outra vez.

E se ele nao esta la, entao agora ele estd em 1 ou 3 — (uma caiza impar)

Durante a noite, o gato vai passar para 2 ou 4 — (uma caiza par)

Entao no dia seguinte, a gente abre a caixa 4.

Se o gato nao esta 14, entao agora ele esta em 2.



E durante a noite, ele vai passar para 1 ou 3 — (uma caiza impar)

Entao no dia seguinte, a gente abre a caixa 3.

Se o gato nao esta 14, entao ele esta na caixa 1.

E durante a noite, ele vai passar para a caixa 2 — (a 4dnica caiza par do lado esquerdo)
Entao no dia seguinte, a gente abre a caixa 2.

E encontra o gato 14 dentro.

Certo.

Agora, a gente pode descrever a nossa estratégia assim

- Na la etapa, a gente tenta encurralar o gato no lado direito
- Se a gente nao pega o gato, entao agora ele esta do lado esquerdo.
- S6 que a cada dia, a gente sabe se o gato estd em uma caixa par ou impar
- Entao a cada dia, a gente abre a caixa mais & direita onde o gato pode estar.
- E dessa maneira, a gente encurrala o gato no lado esquerdo.
Com essa estratégia, a gente resolve o problema com qualquer niimeoo de caixas.

Legal, nao é?
2.1 Complicando as coisas

Agora, para continuar raciocinando, a gente complica um pouquinho as coisas.

Quer dizer, imagine agora que as caixas estao dispostas em circulo

E agora?

Bom, agora é impossivel encurralar o gato — (porque?)

Entao para que o problema tenha solugao outra vez, agora vocé pode abrir duas caixas a cada dia.
S6 que isso tira a graca do problema.

Porque agora, vocé pode escolher uma caixa que vocé vai abrir todo dia




Dai, é como se agora as demais caixas formassem uma fila.
E a gente pode usar a nossa estratégia para encurralar o gato na fila.

Entao agora, a gente complica as coisas assim

Sim, uma arvore de caixas!

Vocé consegue pegar o gato nessa situag¢ao?

3 O problema dos beduinos

iy

Quatro beduinos, cada um com o seu camelo, estdo a beira do deserto.
Eles precisam entregar um pacote no acampamento que fica a 4 dias de viagem para dentro do deserto.
Cada beduino carrega um cantil com suprimento de agua para 5 dias.

Como € que os beduinos podem cumprir a sua tarefa e voltar todos a salvo para casa?

Dica: Os camelos nao precisam beber dgua.

Solugao:
Bom, se o acampamento fica a 2 dias de viagem para dentro do deserto, entdao um beduino sozinho
pode realizar a tarefa — (e ainda sobra 1 litro de dgua no seu cantil ...)

Mas, se o acampamento fica a 3 dias de viagem, entdo o beduino vai precisar da ajuda dos seus

amigos.

Quer dizer, o primeiro beduino pode alcancar o acampamento e voltar 2 dias
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E dai, um segundo beduino pode alcanca-lo nesse ponto, dar 1 litro de 4gua para ele, e depois

ambos voltam a salvo para casa.

Legal.

Mas, essa nao é a tnica maneira de fazer as coisas.

Quer dizer, o primeiro beduino pode receber ajuda ainda no caminho de ida.

A ideia é que dois beduinos iniciam o caminho juntos.

Dai, ap6s 1 dia de viagem o segundo beduino enche o cantil do primeiro, e depois volta para casa.

E com o cantil cheio, o primeiro beduino consegue alcangar o acampamento e depois voltar.
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Certo.

Agora nos estamos prontos para resolver o nosso problema, onde o acampamento esta a 4 dias de

viagem dentro do deserto.

De acordo com a primeira estratégia, um beduino alcanca o acampamento sozinho, e depois volta
1 dia.

Dai, os outros beduinos precisam fazer o seu resgate:

« Para alcancar o primeiro beduino 3 dias dentro do deserto, o segundo beduino vai gastar 3

litros de 4gua.

Dai, ele da 1 litro de agua para o primeiro, e ambos voltam 1 dia.

« A seguir, para alcangar os dois primeiros 2 dias dentro do deserto, o terceiro beduino vai
gastar 2 litros de agua.
Dai, ele da 1 litro de dgua para os outros dois, e os trés voltam mais 1 dia.

« Finalmente, para alcancar os trés primeiros 1 dia dentro do deserto, o quarto beduino vai
gastar 1 litros de agua.

Dali, ele da 1 litro de 4gua para os outros trés, e todos voltam a salvo para casa.
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Mas, essa nao é a tnica maneira de fazer as coisas.
Quer dizer, é facil inverter essa solugao para que a ajuda seja dada no caminho de ida

« Entram os 4 beduinos 1 dia no deserto, dai um deles recarrega o cantil dos outros 3, e volta

para casa.

« Com o cantil cheio, os trés avancam até o dia 2; dai, um deles recarrega o cantil dos outros

2, e volta para casa.

« Com o cantil cheio, os dois avancam até o dia 3; dai, um deles recarrega o cantil do outro,

e volta para casa.

« Com o cantil cheio no dia 3, o beduino que resta alcanga o acampamento e volta a salvo

para casa.

Legal.

Mas essa nao é a Gnica maneira de fazer as coisas.

Quer dizer, também pode haver ajuda na ida e na volta.

A ideia é que o primeiro beduino vai ter 2 ajudantes na ida.

Os trés entram 2 dias no deserto.

Dai, os dois ajudantes dao 1 litro de dgua cada ao primeiro, e voltam a salvo para casa.

Com o cantil cheio, o primeiro beduino alcanga o acampamento e volta até o dia 1
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A seguir, o quarto beduino faz o resgate do primeiro, e ambos voltam a salvo para casa.



3.1 Generalizagao

Agora que nos ja temos bons truques, a gente pode tentar a generalizacao.

Para isso, a gente coloca o acampamento a 5 dias de distancia
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E pergunta: Quantos beduinos sao necessdrios para entregar o pacote?
Bom, a gente ji sabe que 4 beduinos resolvem o problema de 4 dias.

E a seguir a gente nota que o problema de 4 dias esta dentro do problema de 5 dias
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Entao, tudo o que a gente precisa fazer é

¢ Colocar 4 beduinos no dia 1 com o cantil cheio.

» E no final resgatar esses 4 beduinos do dia 1, trazendo eles a salvo para casa.

Para isso, basta dar 2 ajudantes para cada beduino.

Quer dizer, o primeiro ajudante acompanha o beduino até o dia 1.

Dai, ele recarrega o cantil do beduino e volta para casa.

O segundo ajudante resgata o beduino no dia 1, dando 1 litro de agua para ele.

E dai, os dois voltam a salvo para casa.



Entao, 12 beduinos sao suficientes para resolver o problema com 5 dias.
E nao é s6 isso.

Quer dizer, basta triplicar o niimero de beduinos outra vez para resolver o problema com 6 dias —

(dando 2 ajudantes para cada um dos 12 beduinos)

Mas, essa solucao nao é muito eficiente.

Porque cada ajudante esta terminando com 2 litros de agua no cantil.

Como sao 8 ajudantes, isso d& um total de 16 litros de agua.

O que indica que talvez a gente possa economizar uns 3 beduinos nessa histoéria.
Para encontrar uma solugdo melhor, a gente considera o problema com 6 dias.

E nota que o problema de 4 dias também est4 dentro do problema de 6 dias
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Entao agora, a nossa tarefa é

¢ Colocar 4 beduinos no dia 2 com o cantil cheio.

» E no final resgatar esses 4 beduinos do dia 2, trazendo eles a salvo para casa.

Dai, a gente usa um truque conhecido.
Quer dizer, cada beduino entra 2 dias no deserto junto com 2 ajudantes.

Dai, cada ajudante da 1 litro de agua para o beduino, e voltam os dois para casa — (com o cantil

vazio)

E o beduino fica com o cantil cheio no dia 2.

A estratégia de resgate no dia 2 é analoga.

Agora, cada beduino tem 4 ajudantes, e n6s estamos multiplicando o nimero total de beduinos por 5.
Mas, nés tambéme estamos aumentando a distancia do acampamento em 2 dias.

Entao, esse raciocinio nos da uma solugao para o problema de 6 dias com 5 -4 = 20 beduinos.
Enquanto que o primeiro raciocinio nos da uma solucao com 3 -3 -4 = 36 beduinos.

Legal, nao é?



